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1 Wprowadzenie

Naszym celem byto zapoznanie sie odwzorowanie logistyczny. Naszkicowanie
wykresow wartosci populacji funkeji x,, liczby generacji n. Okreslenie charak-
terystycznych punktéw na otrzymanych wykresach. Naszkicowanie diagramu
bifurkacyjnego.

Odwzorowanie logistyczne (ang. logistic map) jest to funkcja odwzorowujaca
przedzial jednostkowy w siebie:

f:0,1] = 10,1]
dana wzorem:
f(@n41) = pan(l — zy)
gdy wartosci parametru p warunek:
O<pu<4

Funkcja ta jest klasycznym przyktadem prostego uktadu dynamicznego za-
chowujacego sie chaotycznie. Znajduje zastosowanie np. w badaniach dynamiki
liczebnosci populacji.

Bifurkacja jes to zjawisko skokowej zmiany wlasnosci modelu matematyczne-
go przy drobnej zmianie jego parametréow (np. warunkéow poczatkowych procesu
albo warunkow brzegowych). Szczegolnie czesto spotykane i istotne jest to po-
jecie przy rozwiazywaniu réwnan roézniczkowych oraz badaniu fraktali (i teorii
chaosu).

2 Materialy i metody

Materialy dydaktyczne

W celu zapoznania sie z tematem i postawionymi przed nami zadaniami,
przeczytaliémy dostarczong literature(ODE2.pdf).

Aby bardziej przyblizy¢ nam dany temat skorzystaliémy réwniez z materia-
tow dostepnych w internecie. Miedzy innymi film "This equation will change how
you see the world (the logistic map)" na portalu Youtube (https://youtu.be/ovJesL Toyrk),
rowniez positkowalismy sie informacjami ze strony na portalu Wikipedia poswie-
conej jezykowi Python (en.wikipedia.org/wiki/Python_ (programming language))
oraz strony na temat naszego gtéwnego tematu, czyli odwzorowaniu logistycz-
nemu (pl.wikipedia.org/wiki/Odwzorowanie_ logistyczne).

Metody

Programy pisaliSmy w jezyku Python w $rodowiskach Python(x,y) oraz Ju-

pyter notebook. UzylisSmy bibliotek numpy i matplotlib



3 Rezultaty

Zobrazowalismy charakterystyczne zachowania populacji dla réznych wartoséi
1 oraz xg. Pozniej pokazalismy jak zachowuja sie atraktory od wartosci para-
matru wzrostu (tzw. diagram bifurkacyjny)
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8 impnrt numpy as np

9 import matplotlab.pyplot as plt
10

1) ro=23.8

12

12N = 1000

4x = .75+np.zeros(N)

15

16 for n 1n range(N-1}:
x[n+1] = r*x[n]*(1-x[nl)

19 plt.plot(x,'-"]
20 plt.show()

Rysunek 1: Za pomoca podanego kodu, zmieniajac odpowiednie parametry, uzy-
skaliémy ponizsze wykresy

1. PrzejSciowosé
Nieregularne zachowania przed osiggnieciem stanuréwnowagi, ktore sa, in-
ne dla r6znych wartoscipoczatkowych p = 2.4
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2. Asymptoty
W niektérych przypadkach stan ustalony jest osiagany juz po 20 poko-
leniach, podczas gdy dla wiekszych wartosci p moga by¢ potrzebne setki
pokoleri. Te populacje w stanie rownowagi sa niezalezne od wartosci po-
czatkowych.
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3. Wyginiecie
Jesli tempo wzrostu jest zbyt niskie , u < 1, populacja wymiera
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4. Stany stabilne
Stabilne stany pojedynczej populacji uzyskane dla < 3 powinny zgadzaé
sie z przewidywaniem:
p—1
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5. Wiele cykli (eng.: Multiple cycles)
Badamy odwzorowanie pod katem parametru wzrostu p rosnacego od 3.
Obserwujemy, jak system kontynuuje podwajanie okreséw wraz ze wzro-
stem .
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6. Intermitencja (eng.: Intermittency) Obserwujemy symulacje dla 3, 8264 <
w < 3,8304. Tutaj system jest stabilny przez pewna liczbe pokolen, a na-
stepnie skacze chaotycznie, by znéw staé sie stabilnym

01 L L L L
0 100 200 300 400 500

10—

0.9

0.8

0.7H

0.6

0.5}

04}

0.3}

0.2}

40 50 60 70 80 90 100 110

14



7. Chaos
Zachowanie systemu w obszarze chaotycznym jest bardzo zalezne od do-
ktadnych wartosci poczatkowych i g
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8. Diagram bifurkacyjny

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

#%matplotlib notebook
us = np.linspace(1,4,1000)

N

1860

X = .5+np.zeros(N)

endcap = np.arange(round(N*.8),N)

for ui in range (len(us)):

for n in range(N-1):
X[n+1] = us[ui]*x[n]*(1-x[n])

k = np.unique(x[endcap])
u = us[ui]*np.ones(len(k))
plt.plot(u,k,".")

plt.show()
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4 Dyskusja

Udato nam sie otrzymaé rezultaty zgodne z przewidywaniami teoretycznymi.
Wykresy wykazuja odpowiednie zachowania, jak réwniez diagram bifurkacyj-
ny poprawnie ukazuje, znany nam z innych zrodel, chaotyczne zachowanie dla
okreslonych wartosci paramteru wzrostu.
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