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Wstep

W tej prezentacji zbadamy problem aluminiowego preta o
dtugosci L = 1m i szerokosci w wyréwnanej wzdtuz osi X. Jest
izolowany na catej dtugosci ale nie na koncach.

Poczatkowo sztabka ma jednakowa temperature 100C, a
nastepnie oba konce stykaja sie z lodowata woda o temperaturze
0C. Ciepto wyptywa tylko z koncéw nieizolowanych. Naszym
zadaniem jest okresli¢, w jaki sposéb temperatura bedzie sie
zmieniaé, gdy bedziemy porusza¢ sie wzdtuz preta w pdzniejszym
czasie.
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Rownanie paraboliczne ciepta

Faktem natury jest to, ze ciepto przeptywa z goracego do
zimnego, to znaczy z regionéw o wysokiej temperaturze do
regionéw o niskiej temperaturze.

Matematyczne mozemy to zapisaé, ze szybko$¢ przeptywu ciepta H
przez materiat jest proporcjonalna do gradientu temperatury w
poprzek materiatu.

H=—KVT(x,t) (1)

gdzie K jest przewodnoscia cieplng materiatu.



Rownanie paraboliczne ciepta

Catkowita ilo$¢ ciepta Q(t) w materiale w dowolnym momencie
jest proporcjonalna do catki temperatury przez objetos$¢ tego
materiatu:

Q(t) = / dx + Cp(x) * T(x, t) 2)

Poniewaz energia jest zachowana, tempo spadku Q,, czasie
musi by¢ réwne ilosci ciepta wyptywajacego z materiatu. Po
osiggnieciu tego bilansu energii i zastosowaniu twierdzenia o
dywergencji otrzymujemy réwnanie ciepta:

OT(x,t)  [KV2T(x,t)]
ot Cp (3)




Rownanie paraboliczne ciepta

Réwnanie ciepta jest parabolicznym PDE z przestrzenig i czasem
jako zmiennymi niezaleznymi:

OT(x,t) K& T(x,t) ()
ot 0x2C,

Jak podano, temperatura poczatkowa preta i warunki brzegowe s3:

T(x,t=0)=100C; T(x=0,t) = T(x=L,t)=0C (5)



Ekspansja analityczna

Analogicznie do réwnania Laplace'a rozwigzanie analityczne
rozpoczyna sie od zatozenia, ze rozwigzanie rozdziela sie na iloczyn
funkcji przestrzeni i czasu.

EX(r) .. dT(1)

g FEX(x) =0, l |F.-‘(,PTU| 0,

2

X(x) = A sin kx

Warunek brzegowy, ze temperatura jest réwna zero przy x = L
wymaga funkcji sinus, ktéra tam zanika.

sinkL=0=k=kn=nm/LLn=1,2,....



Ekspansja analityczna
Funkcja czasu:

T() = e SWCP | = T(z, 1) = A, sink,ze /P

gdzie n moze by¢ dowolng liczba catkowity, a A, jest to dowolna
stata. Najbardziej ogbélnym rozwigzaniem jest liniowa superpozycja
wszystkich wartosci n.

T(x, 1) ): A, sin kyz e Et/Co

n=I

Wspdtczynniki A, sa okreslone przez warunek, ze w czasie t =0
caty pret ma temperature:

o0 _
T(x, L =0)=100 = E.-;,..\h.;.-.'; 100. T(x, 1) 3 sin kyze—*aKU/(Cp)
n=1 " :



Time-Stepping

® Podobnie jak w przypadku réwnania Laplace'a, rozwigzanie
numeryczne polega na zamianie réwnania rézniczkowego na
réwnanie nieskonczonej réznicy.

® Dyskretyzujemy przestrzen i czas na sieci i rozwigzujemy
rozwiazania w miejscach sieci. Wezty poziome z biatymi
srodkami odpowiadajg znanym wartosciom temperatury dla
czasu poczatkowego, natomiast biate wezty pionowe
odpowiadaja ustalonej temperaturze wzdtuz granic.

e Jedli jednak znany bedzie tylko gérny wiersz, otrzymamy
algorytm, ktéry posuwa sie naprzéd w czasie o jeden wiersz na
raz, tak jak w dzieciecej grze przeskok.



Time-Stepping

® Jak to czesto bywa w przypadku czastkowych réwnan
rézniczkowych, algorytm jest dostosowany do rozwigzywanego
réwnania i dla ograniczen natozonych przez okreslony zbiér
warunkéw poczatkowych i brzegowych.

® Majac na poczatek tylko jeden rzad czaséw, dla pochodnej
czasowej temperatury stosujemy przyblizong réznice w przéd:

dT(x.t) T(x, L+ Al)—T(x, 1)
i Al




Time-Stepping

W konsekwencji, tak jak w przypadku réwnania Laplace’a, dla
pochodnej przestrzennej stosujemy doktadniejsze przyblizenie
réznicg srodkowa:

PT(r,0) T+ Ac,t)+ T(e—Art) - (s, 1)
or? (Az)? '

Tlx, 0+ AL~ T(x,t) K T(x+ Az, l)+ T(x — Az, L) — 2T (x,1)

Al o P Ag?

K AL

Tijar =Tij + n[Tiv1g + Ticrj — 2T55], n= CpAr?



Ocena stabilnosci von Neumanna

Analiza stabilnosci von Neumanna opiera sie na zatozeniu, ze
tryby witasne réwnania réznicowego mozna zapisac jako:

rm__;' f(.’. }J*,Jirrl.l_l

Gdzie

x = mAxt = jAt; i =+v/—1 (6)

jest liczba urojona.
K jest nieznanym wektorem falowym

0. ”)

a &(k) jest nieznang funkcja ztozona.



Ocena stabilnosci von Neumanna

Zastosowanie analizy statecznos$ci jest prostsze niz mogtoby sie
wydawacd.Podstawiamy dwa wczesniejsze wzory pod siebie:

£j+!rikm.}.1 _£j+f,ii-rr|.ir

H) |£j! ik(m+1)Az ! EH-! ik(m-1)Az %j-‘r[_ii.‘mﬂ:

E(k) = 14 2qlcos(kAz) - 1),

KAl 1

N=—-——s<
! CpAx?

.Ec



Prezentacja kodu i wykresu wykonanego przez niego

Aby nasz kod dziatat poprawnie, musi narysowaé wykres
przypominaja ten z zdjecia:

\\\\\
N
S
o
&

o
W
R
ey

Przechodzimy do prezentacji kodu.



