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1 Wiadomosci wstepne

1.1 Wstep teoretyczny
1.1.1 Fale z oporem

W rzeczywistych warunkach drgania nie trwaja wiecznie, poniewaz w prawdziwym S$wiecie wystepuje zja-
wisko oporu. Wyobrazmy sobie strune drgajaca w lepkim osrodku takim jak powietrze. W przyblizeniu
mozemy zalozyé, ze sita oporu jest skierowana w strone przeciwna do pionowej predkosci tej struny i jest
ona proporcjonalna do wartosci szybkosci oraz dlugosci struny:

Fr ~ —QI{AZ‘% (1)

gdzie k to stala proporcjonalna do lepkosci osrodka w ktérym struna wibruje.

Whprowadzajac wyliczona site oporu (1) do réwnania ruchu otrzymujemy nowe réwnanie fali:
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gdzie ¢ to szybko$¢ rozchodzenia sie zaburzenia wzdtuz fali, a p to gestoéé¢ osrodka.

1.1.2 Fale dla zmiennych napieé i gestoSci

Fale poruszaja sie wolniej w rejonach o duzej gestosci i szybciej w rejonach o wysokim napieciu. Jesli gestosé
wzrasta, roénie réwniez napiecie, aby przyspieszy¢ wigksza mase. T # const

Rysunek 1: Réznicowy element struny pokazujacy, w jaki sposob przemieszczenie struny prowadzi do sily
przywracajacej.
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Zalézmy, ze gesto$¢ i naprezenia sg proporcjonalne:

p(z) = poe™®, T(x) = Toe™” (3)
Proporjonalno$é jednak okazuje si¢ tutaj jedynie przyblizeniem. Po podstawieniu do réwnania 4 otrzymuje-
my:

2 2
0 y(lL‘,t) +aay(x,t) _ ia y(xat),CZ — E (4)
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Odpowiednie réwnanie rézniczkowe wynika z zastosowania przyblizen réznic centralnych dla pochodnych:
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Yij+1 = 2Yij — yi,j—lﬁ[ym,j —Yijgl + CTg[yi-i-Lj — Yij — 2yi, ] (5)



2 2 2
Yi2 = Yi1 + CCTQ[ZJH-M +yic11 — 2y + %[%H,l — Yi1) (6)
Do tego momentu ignorowaliémy wplyw grawitacji na ksztalt i napiecie naszej struny, co sprawdza sie
gdy struna posiada nieduze ugiecie. Jesli jednak struna jest masywna, powiedzmy, jak tancuch lub ciezki
kabel, ugiecie w $rodku spowodowane grawitacja moze by¢ doéé duze (jak na rysunku ponizej), a wynikajace
z tego zmiany ksztaltu i naprezenia musza zostaé¢ uwzglednione w réwnaniu fali.

Rysunek 2: Jednolita struna i wykres rozktadania sit.

Poniewaz naprezenie nie jest juz jednolite, fale przemieszczaja sie szybciej w poblizu koncéw struny, ktére
sg bardziej naprezone, poniewaz musza utrzymac caly ciezar struny.

1.2 Pochodna ksztaltu krzywej tancuchowej

Rozwazmy strune o jednolitej gestosci p na ktora dziala grawitacja. Najpierw musimy rozwiazaé¢ problem w
stanie statycznym i okresli¢ ksztalt u(z) (ksztalt struny w stanie réwnowagi) oraz napiecie T'(x). Na rysunku
(Rys.2) widaé, ze fragment o dlugosci s i masie W jest réwnowazony przez pionowa skladowa napiecia T
Napiecie pionowe Ty jest natomiast rownowazone przez pozioma sktadowa T':

T(x)sin® =W = pgs AT (x)cos® = Ty — tan® = % (7)
0

Przeksztalcamy réwnanie (7), zamieniajac tan® na pochodn@ = i rézniczkujemy ze wzgledu na z:

du _ P9 d?u _pgds
- — =
dx Tg dz?2 ~ Tydx

Podstawiajac za ds = v/dx? + du? otrzymujemy nasze réwnanie rézniczkowe:

@ 1 \/dx2 + du2 / du )
dr2 ~ D d:r

gdzie D = % to stala wyrazana przez jednostke dlugosci.
Mozemy zauwazy¢, ze réwnanie (9) jest réwnaniem krzywej taficuchowej i jego rozwiazaniem jest:
x
u(zx) = DcoshB (10)

Rysunek (Rys.2) ustaliliSmy tak, ze £ = 0 lezy w centrum struny, y = D oraz T = Ty. Z réwnania (10)
wynika, ze s = DZ—Z.

Podstawiajac wzér (10) do tego wlasnie wzoru na s otrzymujemy réwnanie dla s(x) oraz nastepnie (za
pomoca réwnania (7)) dla T'(z):

d
s(x) = Dsinh% — T(x) = TO—S

T
75 = Pgulz) = Tocosh (11)

To wtasnie ta obliczona przez nas zmiana w napieciu powoduje zmiang predkoéci fali dla réznych pozycji na
strunie.



2 Implementacja algorytmoéw w Pyhonie

2.1 Rozwigzanie réwnania falowego dla przypadku z tarciem
2.1.1 Rozwiazanie przy uzyciu biblioteki vpython

Pierwszy kod przedstawiajacy rozwiazanie réwnania falowego dla przypadku z traciem rozpoczeliémy od
zaimportowania potrzebnych bibliotek. Vpython pozwala tworzyé grafiki 3D oraz wywolywaé je w oknie.
Uzyte zostaly réwniez [Python.display oraz numpy.

Kolejnym krokiem bylo okreslenie atrybutéw graficznych - okna wys$wietlania (wiersz 5), vibst, czyli struny
(vibrating) oraz kulek, w tym ich pozycji (6-12).

color.yellow)

Rysunek 3: Wiersze 1-13 programu rozwiazujacego rownanie fali z tarciem przy uzyciu biblioteku vpython.

Nastepnie zostaly zdefiniowane stale zgodnie z informacjami w treéci zadania (14-21). W wierszu 23 zo-
stala stworzona tablica zer odpowiadajaca iloéci z-6w oraz t. Nastepnie przeszliémy do trzech petli for, gdzie
tablica zostala zapelniona dla poczatkowych wartosci czasu (24-30). Nastepnie w oknie zostaje narysowana
struna (31).

ro =

delta_t

Rysunek 4: Wiersze 14-31 programu rozwiazujacego rownanie fali z tarciem przy uzyciu biblioteki vpython.

W wierszu 34 przeszliémy do zapisania wartosci w tablicy dla kolejnych (pézniejszych) wartosci czasu. W
wierszach 35 oraz 39 widzimy odpowiednio przedstawione réwnanie falowe z elementem zawierajacym tarcie.
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Rysunek 5: Wiersze 33-48 programu rozwiazujacego réwnanie fali z tarciem przy uzyciu biblioteki vpython.

Wydruk naszego rozwiazania w oknie wywolanym dzieki funkcji vpython wyglada nastepujaco.

Rysunek 6: Dziatanie programu rozwiazujacego réwnanie fali z tarciem przy uzyciu biblioteki vpython.

W zwigzku z problemem wbudowanej w biblioteke vpython funkcji pos, nie zostata narysowana struna, a
jedynie kulki (wezly).

call last):

", line 1966, in pos

s" attribute')

AttributeError:

Rysunek 7: Blad programu rozwiazujacego réwnanie fali z tarciem przy uzyciu biblioteki vpython.

2.1.2 Rozwigzanie przy uzyciu biblioteki matplotlib

Drugi kod przedstawiajacy rozwiazanie rownania falowego dla przypadku z traciem rozpoczeliémy od zaim-
portowania potrzebnych bibliotek. matplotlib.animation pozwala tworzyé¢ animacje. Uzyte zostaly rowniez
matpplotlib.pyplot oraz numpy.

W wierszach 5-14 okresliliémy wartosci statych.
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Rysunek 8: Wiersze 1-16 programu rozwiazujacego réwnanie fali z tarciem przy uzyciu biblioteki matplotlib.

Nastepnie zostala stworzona funkcja, gdzie znajduja sie tablice z okre$lonymi warosciami dla poczatko-
wych etapéw czasu (17-19). Kolejno zdefiniowano funkcje animate, gdzie w petli widzimy réwnanie falowe
zawierajace dodatkowo skladnik odpowiadajacy za tarcie (22-29).

% kappa /

Rysunek 9: Wiersze 17-31 programu rozwiazujacego réwnanie fali z tarciem przy uzyciu biblioteki matplotlib.

W wierszy 32 zostaje wywolana funkcja Initialize. Kolejnymi krokami sg graficzne ustawienia oraz petla
gdzie liczone s kolejne wartosci rownania falowego z tarciem. Na konicu widzimy uzycie animacji na zmiennej
przechowujacej wykres oraz wyswietlanie konicowego wykresu.

plt.title(

line

* kappa

anim = animation.Func/ ation(fig, animate
plt

Rysunek 10: Wiersze 32 -43 programu rozwiazujacego réwnanie fali z tarciem przy uzyciu biblioteki matplo-
tlid.

Wynikiem tego programu jest ponizszy wykres. W zwiazku z nieprawidtowym dziataniem funkcji odpo-
wiadajacej za animacje, dostajemy jedynie wykres.
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Rysunek 11: Wynik programu rozwiagzujacego réwnanie fali z tarciem przy uzyciu biblioteki matplotlib.

2.2 Rozwigzanie réwnania falowego na krzywej lancuchowej z tarciem

Trzeci kod przedstawiajacy rozwiazanie rownania falowego na krzywej tancuchowej z tarciem rozpoczelismy
od zaimportowania potrzebnych bibliotek. matplotlib.pyplot oraz numpy.

W wierszach 4-10 okresliliémy wartosci stalych. Nastepnie stworzyliémy puste tablice, ktére postuza do
wygenerowania wykresu (12-13) oraz tablice skladajaca sie z zer (15) i otworzylidmy do zapisu danych dwa
pliki .txt. Jesli nie ma takich plikéw, zostana stworzone (16).

matplotlib.pyplot plt

pa
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Rysunek 12: Wiersze 1-17 programu rozwiazujacego réwnanie fali na krzywej tancuchowej z tarciem.

Nastepnie zostaly stworzone funkcje zapisujace do tablic wartosci dla poczatkowych krokéw czasu t.



Rysunek 13: Wiersze 18-28 programu rozwiazujacego rownanie fali na krzywej tancuchowej z tarciem.

Natepnie zostala stworzona petla, gdzie do tablic zostaja wpisane wartosci dla kolejnych krokéw czasu.
Widzimy réowniez, ze w linijkach 44 oraz 46 do plikéw zostaja wpisane wartosci. Natomiast w wierszach 48 i
49 dodajemy do tablic kolejne wartosci.

Rysunek 14: Wiersze 29-51 programu rozwiazujacego réwnanie fali na krzywej tancuchowej z tarciem.

W ostatnim etapie zamykamy pliki (53-54) oraz generujemy wykres (57-58).

Rysunek 15: Wiersze 52-58 programu rozwiazujacego rownanie fali na krzywej tancuchowej z tarciem.

Zgodnie z zalozeniem, w plikach znajduja si¢ dane wyliczone w programie.



Bl catFrict— Notatnik - o X | @ catfunct— Notatnik - =] x
Plik Edyga Format Widok Pomoc Plik Edycja Format Widok Pomoc
0.000 81.639
-0.003 I 81.639
-0.005 81.638
-08.008 81.638
-0.010 81.638
-8.012 81.638
-0.015 81.637
-8.017 81.637
-0.020 81.637
-0.022 81.637
-0.024 81.637
-0.027 81.636
-08.029 81.636
-0.031 81.636
-8.033 81.636
-0.036 81.636
-0.038 81.635
-0.040 81.635
-0.042 81.635
-0.044 81.635
-0.046 81.635
-0.048 81.635
-0.050 81.635
-8.052 81.634
-0.054 81.634
i B or e >
Wiersz 1, kolumna 1 100%  Windows (CRLF) UTF-8 2 Wiersz 1, kolumna 1 100%  Windows (CRLF) UTF-8

Rysunek 16: Wynik (zapisane wartosci) programu rozwiazujacego réwnanie fali na krzywej tancuchowej z
tarciem.

Wygenerowany wykres stworzony z danych wyliczonych w programie (te same dane, co w plikach .txt)
wyglada jak ponizej.
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Rysunek 17: Wynik (wykres) programu rozwiazujacego réwnanie fali na krzywej lancuchowej z tarciem.
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