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Fale z oporem

W rzeczywistych warunkach drgania nie trwaja wiecznie, poniewaz
w prawdziwym $wiecie wystepuje zjawisko oporu. Wyobrazmy sobie
strune drgajaca w lepkim osrodku takim jak powietrze. W
przyblizeniu mozemy zatozy¢, ze sita oporu jest skierowana w strone
przeciwng do pionowe]j predkosci tej struny i jest ona proporcjonalna
do wartosci szybkosci oraz dtugosci struny:

dy

Fr~ —2kAx = 1
f RAX (1)

gdzie x to stata proporcjonalna do lepkosci osrodka w ktérym
struna wibruje.
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Fale z oporem

Woprowadzajac wyliczong site oporu (1) do réwnania ruchu
otrzymujemy nowe réwnanie fali:

52_}’ _ 232}’
oz~ ©
gestos¢ osrodka.

()

gdzie c to szybkos¢ rozchodzenia sie zaburzenia wzdtuz fali, a p to
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Fale dla zmiennych napiec i gestosci
Fale poruszaja sie wolniej w rejonach o duzej gestosci i szybciej w
rejonach o wysokim napieciu. Jesli gestos¢ wzrasta,rosnie réwniez
napiecie, aby przyspieszy¢ wieksza mase. T # const

T
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Zatézmy, ze gestoS¢ i naprezenia s proporcjonalne:
p(x) = poe™, T(x) = Toe™ (5)

Proporjonalnos¢ jednak okazuje sie tutaj jedynie przyblizeniem. Po
podstawieniu do réwnania 4 otrzymujemy:

0?y(x,t Oy(x,t 1 0%y(x,t T
)/(2 )+ y( ):72 )/(2 ),C2:i (6)
Ox Ox c> Ot Po
Odpowiednie réwnanie rézniczkowe wynika z zastosowania
przyblizen réznic centralnych dla pochodnych:

At c?
2(A)[.yl+1,j )//,j]+ 2[)/I+lg Yij— 2y1, ./]

(7)
c? ac (At
Yi2 =Yi1+ ,2[)/,+1 11tYi-1,1—2yi, 1]+¥[y,+11 yial (8)
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Do tego momentu ignorowalismy wptyw grawitacji na ksztatt i
napiecie naszej struny, co sprawdza sie gdy struna posiada nieduze
ugiecie. Jesli jednak struna jest masywna, powiedzmy, jak fancuch
lub ciezki kabel, ugiecie w srodku spowodowane grawitacja moze
by¢ dos¢ duze (jak na rysunku ponizej), a wynikajace z tego zmiany
ksztattu i naprezenia musza zosta¢ uwzglednione w réwnaniu fali.

Rys.1: Jednolita struna i wyskres rozktadania sit

Poniewaz naprezenie nie jest juz jednolite, fale przemieszczaja sie
szybciej w poblizu koncéw struny, ktére s3 bardziej naprezone,
poniewaz musza utrzymac caty ciezar struny.
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Pochodna ksztattu krzywej tancuchowe;j

Rozwazmy strune o jednolitej gestosci p na ktéra dziata grawitacja.
Najpierw musimy rozwigza¢ problem w stanie statycznym i okresli¢
ksztatt u(x) (ksztatt struny w stanie réwnowagi) oraz napiecie

T(x). Na rysunku (Rys.1) wida¢, ze fragment o dtugosci s i masie
W jest réwnowazony przez pionowa skftadowa napiecia T. Napiecie

pionowe Ty jest natomiast réwnowazone przez pozioma skfadowa
T:

T(x)sin© = W = pgs A T(x)cos® = Ty — tan© = p?gs (9)
0
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Pochodna ksztattu krzywej tancuchowe;j

Przeksztatcamy réwnanie (9), zamieniajac tan© na pochodna % i
rézniczkujemy ze wzgledu na x:

du _ pg d2u_pgds

du _ atu _ pgds 10
dx  Too  dx?  Todx (10)

Podstawiajac za ds = v dx? + du? otrzymujemy nasze réwnanie
rézniczkowe:

2 2 2
u_lvadrdu 1 J, duy (1)
dx> D dx D dx

gdzie D = % to stata wyrazana przez jednostke dtugosci.
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Pochodna ksztattu krzywej tancuchowej

Mozemy zauwazy¢, ze réwnanie (11) jest réwnaniem krzywej
tancuchowej i jego rozwiazaniem jest:
X
u(x) = Dcosh—

(12)

Rysunek (Rys.1) ustalilismy tak, ze x = 0 lezy w centrum struny,

y =D oraz T = Ty. Z réwnania (10) wynika, ze s = D%
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Pochodna ksztattu krzywej tancuchowej

Podstawiajac wzér (12) do tego wtasnie wzoru na s otrzymujemy
T(x):

réwnanie dla s(x) oraz nastepnie (za pomoca réwnania (9)) dla

s(x) = Dsinh> — T(x) = Tod—i = pgu(x) = Tocosh~  (13)

To wtasnie ta obliczona przez nas zmiana w napieciu powoduje
zmiane predkosci fali dla réznych pozycji na strunie.
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zadan:

Przejdzmy do oméwienia kodéw, bedacych rozwigzaniami dwéch
tarciem.

1. rozwiazanie réwnania falowego z tarciem,

2. rozwiazanie réwnania falowego na krzywej taficuchowej z
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