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Wstep teoretyczny

Solitony

W matematyce i fizyce soliton to samopodtrzymujaca sie odosobniona fala
wywotana przez efekty nieliniowe wystepujace w materiale, w ktérym fala
ta sie rozchodzi. Solitony towarzysza wielu zjawiskom fizycznym; pojawiaja
sie tez jako rozwiazania nieliniowych czastkowych réwnan rézniczkowych.
Temat ten, cho¢ zawiera pewne komplikacje, jest fascynujacy i jest

jedynym dla ktérego komputer byt absolutnie niezbedny do odkrycia i
zrozumienia.
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Wstep teoretyczny

Solitony

Zjawisko solitonu zostato po raz pierwszy opisane przez Johna Scotta
Russella, ktory zaobserwowat fale solitonu w kanale wodnym, a nastepnie
odtworzyt to zjawisko w specjalnie przygotowanym zbiorniku wodnym.
Zaobserwowang fale Russell nazwat ,falg przesunigcia” (ang. wave of
translation).

Rysunek 1: Soliton wytworzony w wodzie [YAY]
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Wstep teoretyczny

Zdefiniowanie solitonu

Trudno precyzyjnie zdefiniowaé czym jest soliton. W 1989 roku
zdefiniowano soliton jako rozwigzanie uktadu nieliniowych réwnan
rézniczkowych, ktore:

- reprezentuje fale o niezmiennym ksztatcie;

- jest zlokalizowane tak, ze zanika lub osiagga stata wartos¢ w
nieskonczonosci;

- moze oddziatywac silnie z innymi solitonami, ale po kolizji zachowuje
niezmieniona forme — wystepuje tylko przesuniecie fazy.

Wielu autoréw podkresla, ze solitony moga zmieniaé swdj ksztatt
okresowo, a ich wyréznikiem jest zdolno$¢ do kolizji niedestrukcyjnych.
Znane s3 takze solitony dwu oraz tréjwymiarowe (tzw. pociski $wietlne).
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Wstep teoretyczny

Réwnanie Kortewega i deVriesa

Chcemy zrozumie¢ niezwykte fale wodne, ktére wystepuja w ptytkich,
waskich kanatach. Opis analityczny tego ,,nagromadzenia wody” podali
Korteweg i deVries (KdeV) z réwnaniem rézniczkowym czastkowym:

Ou(x,t) ou(x,t) Bu(x,t)
e T eUS ) T T3

(1)

=0
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Wstep teoretyczny

Analiza teoretyczna

Jak wiadomo z réwnania Burgersa, nieliniowe wyrazenie eu 7 prowadzi do
wyostrzenia fali i ostatecznie do fali uderzeniowej. W przeC|W|enstW|e do
tego co wiadomo z badania dyspersji, wyrazenie 8 % powoduje poszerzenie.
Te razem z wyrazeniem i ¢ wytwarzaja fale b|egnqce Dla odpowiednich
parametréw i warunkdéw poczatkowych dyspersyjne poszerzenie doktadnie
réwnowazy nieliniowe zwezenie i powstaje stabilna fala biegnaca.
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Wstep teoretyczny

Rozwigzanie réwnania KdeV

Réwnanie KdeV rozwigzano analitycznie i udowodniono, ze predkosé
podana przez Russella jest w rzeczywistosci poprawna. Siedemdziesiat lat
po odkryciu réwnanie KdeV zostato ponownie odkryte przez Zabusky'ego i
Kruskala, ktérzy rozwiazali je numerycznie i odkryli, ze warunek

poczatkowy cos(f) rozpadt si¢ na osiem pojedynczych fal jak na rysunku
ponizej.

87 654 3 2 1

Rysunek 2: Formowanie sie fali tsunami Yoy
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Wstep teoretyczny

Whioski

Odkryli oni réwniez, ze czesci fali o wiekszych amplitudach poruszaty sie
szybciej niz te o mniejszych amplitudach, dlatego wyzsze szczyty maja
tendencje do znajdowania sie po prawej stronie (jak na Rysunku 2). Jakby
cuda nigdy nie ustaty, Zabusky i Kruskal, ktérzy wymyslili nazwe "soliton”
dla samotnej fali, réwniez zauwazyli, ze szybszy szczyt w rzeczywistosci
przeszedt przez wolniejszy bez szwanku (Rysunek 3 ponizej).
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Rysunek 3: Skrzyzowane dwie fale solitonowe w ptytkiej wodzie
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Analityczne rozwigzanie solitonu

Analityczne rozwiazanie solitonu
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Analityczne rozwigzanie solitonu

Podejscie do zagadnienia

Sztuczka w podejsciach analitycznych do tego typu réwnan nieliniowych
polega na zastapieniu zgadywanego rozwigzania, ktére ma postac fali
biegnace;j:

u(z,t) =u(§ =z —ct)
Ta forma oznacza, ze jesli poruszamy sie ze stata predkoscia ¢, zobaczymy
statg forme fali (ale teraz predkos$¢ bedzie zaleze¢ od wielkosci u). Nie ma
gwarancji, ze taka forma rozwiazania istnieje, ale jest to szcze$liwy traf,
poniewaz podstawienie do réwnania KdeV daje rozwigzywalny ODE i jego
rozwigzanie:

—cg—z = eug—g = u% =0,
u(z,t) = FEsech?[3/c(z — ct — &),
Gdzie & jest faza poczatkowa. Widzimy w drugiej linijce amplitude
proporcjonalng do predkoéci fali ¢ oraz funkcje sech? dajaca pojedyncza _ _
grudkowatg fale. Jest to typowa analityczna forma solitonu. EE@-%
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Algorytm dla solitonéw KdeV
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Algorytm dla solitonéw KdeV

Schemat réznic skonczonych

Réwnanie KdeV jest rozwigzywane numerycznie przy uzyciu schematu
réznic skonczonych (finite-difference) z pochodnymi czasowymi i
przestrzennymi podanymi przez przyblizenia réznic centralnych:

Qu o Big41=Uij-1 Qu A, Uitlj—Ui-1j

ot — 2At ) Px — 27z
By prayblizyé 2820 (oaszerzamy u(x, 1) do O(At)® o okolo 4 punkty
u(r £ 2Az,t) i u(x £ Az, t),
u(w + Az, 1) = u(z,0) £ (Ac)Gt + G 2 + G2

ktére rozwigzujemy dla 8(3 . Wreszcie, czynnik u(z,t) w drugim
czfonie réwnania (1) jest przyjmowany jako $rednia trzech wartosci z, z
ktérych wszystkie maja to samo ¢
~ Wit 1, iU U1
(:L’, t) ~ J 3] J
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Algorytm dla solitonéw KdeV

Omawianie algorytmu cd.

Te podstawienia daja algorytm dla réwnania KdeV:

U4l 2 Uig1 — SR i1y + usg + w1 g][uiry; — wi1] —

/,L(AATt)g,[Ui_FQJ +2us — 1,5 — 2ui+17]~ = ui—l,j]-

Aby zastosowac ten algorytm do przewidywania przysztych czaséw,
musimy znaé u(x,t) w czasach terazniejszych i przesztych. Rozwiazanie
czasu poczatkowego u; 1 jest znane dla wszystkich pozycji i przez warunek
poczatkowy. By znalez¢ u; o uzywamy schematu réznic w przéd
(forward-difference scheme) w ktérym rozwijamy u(z,t), zachowujac tylko
dwa wyrazy dla pochodnej po czasie:

At .
U2 = U1 — gaglw+ i+ LT+ un w1 ) [wir — wie11] —
At
%(Aw)s [Uz‘+2,1 +2ui—11 — 2ui41,1 — ui—2,1]-
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Algorytm dla solitonéw KdeV

Omawianie algorytmu cd.

Uwazny obserwator zauwazy, ze wciaz istnieja pewne niezdefiniowane
kolumny punktéw, a mianowicie 1 j, U2 j, UNmaz1,j | UNmaz,j, gdzie
Nmaz to catkowita liczba punktéw siatki. Prosta technika wyznaczania
ich wartoéci jest zatozenie, ze u12 = 1 i UNmaz,2 = 0. Aby otrzymac ug o i
UNmazxl,2 za’réimy, ze Ui4+-22 = Ui+1,2 i U322 = Ui1,2 (unikamy Ui4+2,2 dla
i = Nmax — 1, oraz u;p 2 za i = 2). Aby wykona¢ te kroki, przyblizamy
powyzszy wzér tak, ze:

U422 + 2Ui1 22U 41 2U9 2 — Uil 2Uiq1,2
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Algorytm dla solitonéw KdeV

Omawianie algorytmu cd.

Btad obciecia i warunek stabilnosci naszego algorytmu s3 powigzane:
e(u) = O[(At)3] + O[At(Ax)?
1
Baany lelul +4Ez] <1
Pierwsze réwnanie pokazuje, ze mniejsze kroki czasowe i przestrzenne
prowadza do mniejszego btedu aproksymacji (przyblizen), ale poniewaz
btad zaokraglenia wzrasta wraz z liczba krokéw, catkowity bfad
niekoniecznie maleje. Jednak jesteSmy réwniez ograniczeni w tym, jak
mate kroki moga by¢ wykonane przez warunek stabilnosci, co wskazuje, ze
zbyt mate Az zawsze prowadzi do niestabilnosci.
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Implementacja rozwigzania

Implementacja rozwiagzania
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Implementacja rozwigzania

Kod w jezyku Python

Rysunek 4: Implementacja rozwiagzania réwnania w jezyku Python
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Implementacja rozwigzania

Otrzymany wykres

100 120

60 80
positon

Rysunek 5: Efekt zaimplementowanego rozwigzania w postaci wykresu solitonéw
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Dziekujemy za uwage
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