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Wstep. Opis problemu

Przypomnijmy sobie demonstracje z fizyki elementarnej, w ktorej
lina przywigzana na obu koncach jest 'delikatnie’ szarpana w
jednym miejscu i obserwuje sie, ze wzdtuz niej rozchodzi sie
impuls. Podobnie, jesli struna ma jeden koniec wolny i
potrzasniemy nig w odpowiedni sposéb, powstanie wzor fali
stojacej, w ktorej wezty pozostaja na swoim miejscu, a strzatki fali
poruszaja sie tylko w goére i w dét, osiagajac maksima amplitudy.

W tej prezentacji opracujemy model propagacji fali na strunie. J
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Réwnanie hiperboliczne fali

Rozwazmy strune o dtugosci L, przywiazanej z dwéch koncéw, tak
jak rysunek ponizej. Struna ma stata gestos¢ p na jednostke
dtugosci, state naprezenie T i nie ma zadnych sit tarcia. Ustalamy,
ze naprezenie jest tak duze, ze mozemy zaniedbaé oddziatywanie.
grawitacyjne. Zaktadamy, ze przemieszczenie struny y(x, t) od
potozenia spoczynkowego nastepuje tylko w kierunku pionowym i
jest funkcja poziomego potozenia wzdtuz struny x i czasu t.

Rysunek: Struna z przywigzanymi koncami.
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Réwnanie hiperboliczne fali

Aby otrzyma¢ proste liniowe réwnanie ruchu, zaktadamy, ze
wzgledne przemieszczenie struny &Lt) i nachylenie % s3 mate. J

Rysunek: Struna z przywigzanymi kofcami.
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Réwnanie hiperboliczne fali
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Réwnanie hiperboliczne fali
Warunki poczatkowe

(x.t=0) = 1.25x/L,  x<0.8L
YUGE=T=Y (5-5x/L) x>08L
dy
—(x,t=0)=0
8t(X’ ) )
y(0,t) =0,
y(L,t) =0

€
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Rozwigzanie numeryczne

e y(x,t) = X(x)T(t)

o ETM L 2T(¢) =0, £XW 4 k2x(x)=0, k¥ e
o X(x=0,t)=X(x=1,t)=0

= Xp(X) = Apsinknox, ko="0 0 =01, ..

2nc

Ty(t) = Cysinwpt + Dpcoswpt, wp = ncky = n=7¢

Yn(x, t) = sin kpx coswpt, n=0,1....
y(x,t) = > 52 Bnsin kpx coswpt
y(x,t =0) = >7° B, sin nkox

B, =6.25- sin(0.8mm)

m2n2
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Algorytm kroku czasowego
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Rysunek: Poszukiwanie rozwigzania y(x, t) dla dyskretnych wartosci
zmiennych niezaleznych x i t na siatce.

e x=iAx, i=1,.. Ny
o t=jAt, j=1,...,N;

y(x,t) = y(iDx,int) Ly J
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Algorytm kroku czasowego
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Rysunek: Poszukiwanie rozwigzania y(x, t) dla dyskretnych wartosci
zmiennych niezaleznych x i t na siatce.

o Ly ~ YiityVij1=2ij Py o YierjHYio1i =2y
ot? —

(At)? Toox2 — (At)?
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Algorytm kroku czasowego
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Rysunek: Poszukiwanie rozwigzania y(x, t) dla dyskretnych wartosci
zmiennych niezaleznych x i t na siatce.

o Ly ~ YiityVij1=2ij Py o YierjHYio1i =2y

ot? — (At)? roox2 T (At)?
@ A jesli wstawimy powyzsze do réwnania falowego
82}/(X7t) _ 1 82y(X,t) 1 — T .
BT = 2 gm s 8dzie ¢ = . to otrzymamy:
Yijr1tYij—1—=2Yij _ Yit1jtYi—1,—2Yij
(c2At)? - (At)?2
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Algorytm kroku czasowego
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Rysunek: Poszukiwanie rozwigzania y(x, t) dla dyskretnych wartosci
zmiennych niezaleznych x i t na siatce.

Py o Y Y172y Py Vi jTYi-1,=2Yij
ot — (At)? TooxZ T (At)?
@ A jesli wstawimy powyzsze do réwnania falowego
82}/(X7t) — 1 82y(X,t) H — T .
HZ o = 2 gm ., 8dzie ¢ = . to otrzymamy:
Yijrityij—1=2yij _ Yix1,jtYi-1,—2¥i;
(c2At)? - (At)?2

def .
Yij+1 = 2Yij = Yij- 1+C/2[y,+1d+y, L~ 2yl = % J
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Algorytm kroku czasowego
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Rysunek: Poszukiwanie rozwiazania y(x, t) dla dyskretnych wartosci
zmiennych niezaleznych x i t na siatce.

2 def.
Yijrr = 291 — Yij—1 + Salyivn + yim1j — 2%, ¢ = & J

o %(x,0)~ bty (x,- A1) Ayﬁx V=0, = yio=yi
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Algorytm kroku czasowego
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Rysunek: Poszukiwanie rozwiazania y(x, t) dla dyskretnych wartosci
zmiennych niezaleznych x i t na siatce.

2 def .
Yijr1 = 2¥ij — Yij-1 + SalVitrj + vie1j — 2vigl, ¢ = Qx J
o 2(x,0) ~ XA H=BO 0 oy =y
2 o
Yi2 =Yi1 t s Vit11 + Yi-11 — 2yi1]  dlaj=2 J
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Algorytm kroku czasowego
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Rysunek: Poszukiwanie rozwigzania y(x, t) dla dyskretnych wartosci
zmiennych niezaleznych x i t na siatce.

2 def. Ax
Yijra = 2% — Yij1 + Slyiag + vie1g— 2l € = &% J

o Z(x,0) = XA — o = g =y

2 o
Yi2 =Yi1 + s Vit +yic11 — 2yi1]  dlaj=2 J

e ¢ < ¢ =Ax/At Warunek Courant’a
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Implementacja. Rozwiazanie problemu

# EqString.py: Animated leapfrog solution of wave equation
from visual impors *

# Set up curve

g = display(width = 600, height = 300, title = ’Vibrat t
vibst = curve(x = list (range(0, 100)). color = color.yellow)
balll = sphere(pos = (100, 0), color = color.red, radius = 2)
ball2 = sphere (pos = ( — 100, 0), color = color.red, radius = 2)
balll.pos

ball2 . pos

vibst.radius = 1.0

# Parameters
tho = 0.01 # string density
# string tension
# Propagation speed
L criterium

ten = 40

¢ = sqrt(ten/rho)
ol =c
ratio = cxc/(clscl)

# Initialization

vibst. pos

print("Done! ")

for i in range(0, 101)

xi = zeros((101,3), float) #1101 x's & 3 t's
for i in range(0. 81) Xi[i, 0] = 0.00125+i #1C
for i in range (81, 101): xi[i, 0] = 0.1 — 0.005%(i — 80) #1C
for i in range(0, 100) Ist t step
vibst.x[i] = 2.0si — 100.0 # assign,scale x
vibst.y[i] = 300.+xi[i. 0] # assi scale y
vibst. pos # draw string
# Later time step
For i in range(1n 100): xi[i,1] = xi[i,0] + 0.5« ratio=(xi[i+1,0]+xi[i—10]—2¢xi[i,0])
while # continue plotting till user quits
rate (50) # delays plotting . (bigger = slower)
for i in range(1. 100)
Xi[i,2] = 2.xi[i, 1] — xi[i,0] + ratio * (xi[i+1,1]+xi[i—11]-2¢xi[i, 1])
for i in range(l, 100)
vibst.x[i] = 2.+i — 100 # scaled x
vibst.y[i] = 300.exi[i. 2 # scaled y

# plot string

# recycle array

Rysunek: Program wyjsciowy stworzony w celu rozwigzywania réwnania
falowego poprzez kroki czasowe dla struny o dtugosci L =1m z
nieruchomymi koncami.
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Rozwigzanie problemu

(steps)] =color.yellow

=color.red)
=color.red)

strdn
ing.modify

Rysunek: Napisany program rozwiazujacy problem
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Implementacja. Podsumowanie

" —

Rysunek: Implementacja kodu rozwigzujacego problem drgajacej struny.
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¥ Materiaty udostepnione w pliku ,,2Fale.pdf”

@ https://www.vpython.org/
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https://www.vpython.org/

Dziekujemy za uwage!
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