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Rysunek 1: Struna z przywiazanymi koncami.

1. Wstep

Tematem prezentacji jest drganie struny.

Pierwsza rzecza, o ktorej wspomniano byl eksperyment z fizyki elementarnej. Nastepnie
przedstawiono opis problemu, implementacje programu dotyczacego drgania struny w je-
zyku Python wraz z rozwigzaniem problemu.

2. Opis problemu

Nalezy przypomnieé sobie demonstracje z fizyki elementarnej, w ktorej obiektem badan jest
sznurek o zwiazanych obu koncach. Sznurek ten delikatnie jest szarpany w danym miej-
scu. W konsekwencji obserwuje si¢ pulsowanie wzdluz struny. Podobnie, jesli jeden koniec
struny bylby wolny i potrzasnietoby nim w odpowiedni sposéb, to model zachowania sie
takiej fali stojacej bedzie ustanowiony jako taki, w ktérym wezty pozostana na miejscu, a
anty wezly beda poruszaly sie po prostu w gére i w dot.

Tak tez problemem z ktérym sie zetknieto bylo opracowanie modelu propagacji fali na
strunie.

3. Rownanie hiperboliczne fali

Wrzieto pod uwage strune o dtugosci L, przywiazanej z dwoch koncow. Struna ma stata
gestosé p na jednostke dlugosci, stale naprezenie T i nie ma zadnych sit tarcia. Ustalamy,
ze naprezenie jest tak duze, ze mozemy zaniedba¢ oddzialywanie. grawitacyjne. Zaltozono,
ze przemieszczenie struny y(x, t) od polozenia spoczynkowego nastepuje tylko w kierunku
pionowym i jest funkcja poziomego polozenia wzdluz struny x i czasu t.



Rysunek 2: Struna z przywiazanymi koncami.

Na powyzszym rysunku jest widoczny element rézniczkowy struny, ktéry pokazuje, w jaki
sposéb przemieszczenie tej struny prowadzi do wywierania sity sprezystosci, zeby przeciw-
dziata¢ sile naciggu.

Aby otrzymaé proste liniowe rownanie ruchu, zaklada sie, ze wzgledne przemieszczenie
struny w i nachylenie % sa mate. Wydzielony zostaje nieskonczenie maly odcinek x
struny i1 widaé, ze réznica pionowych skladowych napiecia na obu koncach struny wy-
twarza site przywracajaca, ktora przyspiesza ten odcinek struny w kierunku pionowym.

Stosujac prawa Newtona do tego odcinka, otrzymuje si¢ znane réwnanie falowe:
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Zalozono, ze 0 jest wystarczajaco male, aby 0 ~ tanf = %. Istnienie dwoch niezalez-

nych zmiennych x i t czyni z tego réwnanie rézniczkowe czastkowe. Stata c jest predkoscia,
z jaka zaburzenie przemieszcza sie wzdluz fali i widaé, ze maleje ona dla ciezszej struny,
a ro$nie dla wezszej. Zauwazy¢é mozna, ze ta predko$é sygnatu c jest rézna od predkosci
elementu struny %.

Warunki poczatkowe to delikatne szarpniecie i zwolnienie struny. Zaktadamy, ze szarpniecie
powoduje ustawienie struny na ksztalt tréjkata ze $rodkiem tréjkata 8/10 w dét struny i
o wysokosci 1:
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A poniewaz wcze$niej omawiane przez nas otrzymane réwnanie fali jest réwnaniem réz-
niczkowym drugiego rzedu, to potrzeba drugiego warunku poczatkowego, abysmy mogli
okresli¢ rozwigzanie. Interpretujemy pociagniecie jak zwolnienie struny ze spoczynku:

Ay

Natomiast warunki brzegowe powoduja, ze oba konce sznurka sg przez caly czas zwiazane:

y(0,1)

y(L,t) = 0.

0,

4. Rozwigzanie numeryczne

Rozwiazanie analityczne omawianego réwnania fali, ktore otrzymaliSmy, otrzymuje si¢ za
pomocg znanej techniki rozdzielania zmiennych. Zakladamy, ze rozwigzanie jest iloczynem
funkeji polozenia i funkcji czasu: y(z,t) = X (x)T(t)

Réwnanie powyzsze podstawiliémy do naszego réwnania fali i podzielili$my przez y(x,t). W
ten sposoéb mamy rownanie, ktére ma rozwiazanie tylko wtedy, jezeli istnieja rozwigzania
dla dwéch réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

TR 02 T(t) =0, T 42X (@) =0, k2

X(z=0,t)=X(z=1,t)=0

Czestotliwosé katowa w i wektor falowy k sa okredlane przez warunek, aby rozwiazania
spelniaty warunki brzegowe. W szczegdlnosci wymaga tego struna przymocowana na obu
koncach:

= X, (z) = Apsink,x, k,= ﬂ(nLH), n=0,1,...
T, (t) = Cpsinwpt + Dy, coswpt, wy, = ncky = n%

I dlatego otrzymujemy réwnanie tej postaci: y,(z,t) = sin k,z cosw,t, n =0, 1....
Wtedy rownanie czasowe wyglada w taki sposob. Gdzie czestotliwo$é n-tego modu nor-

malnego jest takze ustalona. W rzeczywistosci bedzie to pojedyncza czestotliwo$é¢ oscy-
lacji, ktéra definiuje mod normalny. Natomiast warynek poczatkowy predkosci zerowego,



dy/0t(t = 0) = 0, wymaga, zeby wartosci C), byly réwne zero.

Poniewaz nasze réwnanie falowe jest liniowe w y, to obowigzuje zasada liniowej superpo-
zycji, dlatego najbardziej ogdlne rozwigzanie dla fal na strunie o stalych koncach mozna
zapisaé jako sume modéw normalnych Choé oczywiscie tracimy liniows superpozycje jezeli
uwzglednimy nieliniowe czlony w réwnaniu. y(z,t) =02 By, sin k,x cos wpt

y(x,t =0) =3 o° By sinnkox

B,, to wspétczynnik Fouriea i jest on okreslony przez ostatni w kolejnosci z wymienio-
nych przez nas warunek poczatkowy. Opisuje on w jaki sposéb zrywana jest fala.

I tak tez dostaliSémy przyblizone rozwigzanie numeryczne dla wspoétczynnika Bm: B, =
6.25- %. I oczywiscie precyzja rozwiazania analitycznego jest zalezna od liczby czto-
now, ktore zsumujemy, a jednak liczba tych czlonéw jest nieskoniczona, stad rozwiazanie
bedzie zawsze przyblizone. Im wiecej cztonéw zsumujemy, tym bardziej precyzyjny wynik
otrzymamy.

5. Algorytm kroku czasowego
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Rysunek 3: Poszukiwanie rozwiazania y(z,t) dla dyskretnych wartosci zmiennych niezalez-
nych x i t na siatce.



Podobnie jak w przypadku réwnania Laplace’a, szukane jest rozwiazanie y(z,t) tylko dla
dyskretnych wartosci zmiennych niezaleznych x i ¢ na siatce, tak jak to przedstawia rysu-
nek powyzej. W przeciwienstwie do réwnania Laplace’a, w ktérym siatka byla w dwéch
wymiarach przestrzennych, siatka jak na zalaczonym rysunku dotyczy zaréwno przestrzeni,
jak i czasu. Tutaj poruszanie sie po rzedzie odpowiada wzrastajacym wartosciom x wzdluz
struny dla okre$lonego czasu, podczas gdy poruszanie sie w dot kolumny odpowiada zwiek-
szaniu sie krokéw czasowych dla ustalonej pozycji. Nie mozna uzy¢ techniki relaksacyjnej,
poniewaz nie sg znane rozwiazania na wszystkie cztery strony. Warunki brzegowe okreslaja
rozwiazanie po prawej i lewej stronie, podczas gdy poczatkowy warunek czasu okresla roz-
wiazanie wzdluz géry.

Podobnie jak w przypadku réwnania Laplace’a, do dyskretyzacji rownania falowego w row-
nanie réznicowe uzywa sie przyblizenia z réznica centralng. Najpierw wyrazona zostaje
druga pochodna poprzez metode réznic skonczonych.

x=1iAx;i=1,...,N,
t=jAt;5=1,..,N;
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A jesli wstawi¢ powyzsze do réwnania falowego:
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gdzie ¢ = \ﬁ, to otrzyma sie: CIE = EE .

L. s . . p . 9%y(x,t)
Po wstawieniu otrzymanego cztonu do wezesniej przedstawionego rownania falowego = 7~ =

2
C%a gg’t), gdzie ¢ = ,/%, to otrzymuje sie taka zaleznosé:

Yigr1 +Yij-1 = 2Yij _ Yirlj +Yi-15 — i
(A1) (A1)

To réwnanie zawiera trzy wartodci czasu: j+ 1, czyli przysztodé, j to terazniejszoséi j—1 to
przeszto$¢. Dlatego tez przedstawione zostanie to rownanie w formie, ktéra pozwoli prze-
widywaé przyszle rozwiazanie z rozwigzan przeszlych i rozwiazan terazniejszych.

Stad otrzymaliSmy takie réwnanie:
2

Yig+1 = 2Yij — Yij—1 + ﬁ[yi—&-l,j + yi—1,; — 2vi ;).
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W tym réwnaniu ¢, ¢ = % jest kombinacja parametréw liczbowych z wymiarem pred-

kosci, ktérej rozmiar w stosunku do ¢ okresla stabilnosé algorytmu. Algorytm ten, tutaj
przedstawiony, propaguje fale z dwéch wczeéniejszych czaséw, j 1 j — 1 oraz z trzech po-
bliskich pozycji: ¢« — 1, i oraz @ + 1 do czasu pdzniejszego 7 + 1 i pojedynczej pozycji w
przestrzeni 1.

Zapisanie zaleznosci rekurencyjnej jest trudna, poniewaz wymaga przemieszczen z dwoch
wezedniejszych czaséw, podczas gdy warunki poczatkowe sa tylko dla jednego czasu. Jed-
nak wykorzystujac wczesniej poznane zaleznoéci na przedstawione jako pierwsze warunki
poczatkowe oraz wykorzystujac takze aproksymacje réznicy centralnej, mozna dokonaé
ekstrapolacji, czyli przewidywania wartosci funkcji poza zakresem dla ktérego posiada sie
dane, poprzez dopasowanie do istniejacych danych pewnej funkcji i nastepnie wyliczenie na
tej podstawie jej wartosci w szukanym przez nas punkcie, czyli tutaj do czasu ujemnego.
Wtedy otrzyma si¢ zalezno$é:

%(2,0) ~ —y(x7At)2_Ay§x’_At) =0, = ¥io=Yi2

Przyjeto czas poczatkowy jako j = 1, wigc j = 0 odpowiada t = —At. I biorac to pod
uwage, z zaleznosci

2
c def. Az
Yij+1l = 2Yij — Yij—1 + CTQ[ZJHLJ' +Yio1, — 20i ;¢ = AL

otrzymano relacje:

2
c .
Yi2 = Yi,1 + ﬁ[?/ﬂrl,l +Yi-11 — 2yi1]55 = 2.
To réwnanie wykorzystuje rozwigzanie w calej przestrzeni w czasie poczatkowym t=0 do
propagacji do przodu do czasu At. Kolejne przedzialy wykorzystuja zaleznosé

2
c def. Az
Yig+1 = Wi — Yig-1 T Y1y T ¥i-15 — 2igl; ¢ = At

Powodzenie metody numerycznej zalezy od wzglednych rozmiaréw krokéw czasu i prze-
strzeni. Warunek Courant’a oznacza, ze rozwigzanie staje sie lepsze, bardziej doktadne wraz
z mniejszymi krokami czasowymi, ale pogarsza sie dla mniejszych krokéw przestrzennych,
oczywiscie chyba ze jednoczesnie zmniejszylisémy krok czasowy to wtedy sie nie pogorszy. To
rownanie falowe jest symetryczne w x i t, ale symetria jest tamana poprzez niesymetryczne
warunki poczatkowe i warunki brzegowe:

c<d =Az/At Warunek Courant’a.



6. Rozwigzanie problemu

# EqString .py: Animated leapfrog solution of wave equation
from visual import =
# Set up curve

g = display(width = 600, height = 300, title = "Vibrating string’)
vibst = curve(x = list(range(0, 100)), color = color.yellow)

balll = sphere(pos = (100, 0), color = color.red, radius = 2)
ball2 = sphere(pos = ( — 100, 0)., color = color.red, radius = 2)
balll . pos

ball2 . pos

vibst.radius = 1.0

# Parameters

rho = 0.01 # string density
ten = 40. # string tension
c = sqrt(ten/rho) # Propagation speed
cl =c # CFL criterium
ratio = c#*c/(clxcl)

# Initialization

xi = zeros((101,3), float) # 101 x's & 3 t's
for i in range(0, 81): xi[i, 0] = 0.00125%i; # IC
for i in range (81, 101): «xi[i, 0] = 0.1 — 0.005%(i — 80) # IC
for i in range(0, 100): # lst t step
vibst.x[i] = 2.0%xi — 100.0 # assign,scale x
vibst.y[i] = 300.+xi[i, 0] # assign, scale y
vibst. pos # draw string
# Later time steps
for i in range(l, 100): xi[i,1] = xi[i,0] + O.5+«ratio*(xi[i+1,0]+xi[i—1,01—-2*xi[i,0])
while 1: # continue plotting till user quits
rate (50) # delays plotting , (bigger = slower)
for i in range(l, 100):
xi[i,2] = 2.*+xi[i,1] — xi[i,0] + ratio * (xi[i+1,1]+xi[i—1,1]—2=*xi[i, 1])
for i in range(l, 100):
vibst.x[i] = 2.%i — 100.0 # scaled x
vibst.y[i] = 300.«xi[i, 2] # scaled y
vibst. pos # plot string
for i in range(0, 101):
xi[i, 0] = xi[i, 1] # recycle array
xi[i, 1] = xi[i, 2]

print("Done!")

Rysunek 4: Program wyjsciowy stworzony w celu rozwiazywania rownania falowego poprzez
kroki czasowe dla struny o dtugosci L = 1m z nieruchomymi konicami.

Powyzszy obrazek przedstawia program wyjsciowy majacy na celu rozwigzywanie rownania
falowego poprzez kroki czasowe dla struny o dlugosci L = 1m z nieruchomymi koncami i
z dobranymi warunkami poczatkowymi. Oczywiscie kod ten poddano modyfikacjom, aby
byt on poprawny.



7. Rozwigzanie problemu

Rysunek 5: Napisany program rozwiazujacy problem drgajacej struny.

8. Implementacja. Podsumowanie
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Rysunek 6: Implementacja kodu rozwiazujacego problem drgajacej struny.
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