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Cel pracy

Zmnale$¢ potencjal elektryczny we wszystkich punktach

wewngtrz kwadratu wolnego od tadunku.
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Dno i boki regionu skladaja sie z drutéw, ktére sa ,uziemiony”

V(x,y)

(utrzymywany w 0 V). Gérny przewdd jest podlaczony do
akumulatora, ktéry utrzymuje go na stalym poziomie 100 V.
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Eliptyczne réwnanie rézniczkowe czastkowe
Laplace’a

Z elektrodynamiki klasycznej wiadomo, ze potencjal
elektryczny U(z) wynikajacy z tadunkéw statycznych spelnia
réwnania rézniczkowe Poissona:

V2U(z) = —4mp(z)

gdzie p(x) jest gestoscia tadunku. W wolnych od tadunku
rejonach przestrzeni, czyli rejonach, w ktérych p(x) = 0,
potencjal spelnia rownanie Laplace’a:

V2U(z) = 0)




Eliptyczne réwnanie rézniczkowe czastkowe
Laplace’a

Oba te rownania sa eliptycznymi réwnaniami rézniczjwymi
czastkowymi o postaci wystepujacej w réoznych zastosowaniach.
My rozwiazujemy je we wspoéirzednych prostokatnych
dwuwymiarowych:

oU(x,y) . oU(z,y) [ 0, réwnanie Laplace’a,
Ox? oy2 | —4mp(z), réwnanie Poisson’a.

W obu przypadkach widzimy, ze potencjal zalezy jednoczesnie
od x i y. Dla Laplace’a réwnania, ladunku, ktére sa zrédtem
pola, wprowadzamy posrednio, okreslajac potencjalne wartosci
w jakims§ rejonie przestrzeni; dla réwnania Poissona wpisuja
bezposrednio.
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Rozwigzanie réwnania Szeregiem Fouriera

Analityczne rozwigzanie r6wnania Laplace’a istnieje w
postaci nieskonczonego szeregu

Rozdzielajac zmienne, otrzymujemy

X (x)/de? Y (y)/dy* _

Uz,y) = X(x)Y(y) = X(z) Y(y)

0
Aby powyzsze réwnanie bylo spelnione, oba wyrazania musza
by¢ rowne stalej

d*X ()
dz?

d*Y (y)

2 _
FREX (@) =0, =

— kY (y) =0




Rozwigzanie réwnania Szeregiem Fouriera

Rozwiazania dla X(z) sa okresowe, a dla Y(y) sa wyktadnicze

X (z) = Asinkz + Beoskz, Y (y) = Ceb® 4+ De"v

Warunki brzegowe
» U(x=0,y)=0 < B=0

» Ulx=L,y) =0 < kL=nm, n=1,2,..
» U(z,y=0)=0 < D=-C

Rozwigzanie
Xn(z) = Apsin (5 x)

Yo (y) = C(eFnv — e7*¥) = 2C sinh 2y




Rozwigzanie réwnania Szeregiem Fouriera

Uwzgledniajac zasade superpozycji otrzymujemy ogdlne
rozwiazanie

U(z,y) = Z E, sin (n%m) sinh (n%y)

n=1

Wartoéci E,, sa ustalane przez pozostaly warunek brzegowy
U(z,y = L) =100V

Z E, blIl x sinhnm = 100V

E,, wyznaczamy mnozac obie strony przez sin (mn/Lzx),
gdzie m € Z, i catkujac od 0 do L

[e') L L
E FE,, sinhnm / dz sin @x sin mx = / dz100 sin mx
— 0 L L 0 L




Rozwigzanie réwnania Szeregiem Fouriera

Calka po lewej stronie rownania jest niezerowa dla n = m, co
daje
5o 0 dla n parzystych
" 4(100) dla n nieparzystych

nmsinh nw
Ostatecznie otrzymujemy potencjal w dowolnym punkcie (x,y)
jako

> 400 . nmx, sinh (n7y/L)
Z sin ( )—
nw L sinh (n7)

U(Xv y) -

n=1,35,...




Rozktad wielomianu jako algorytm

Tloczyn oddzielnych funkcji z i y jest akceptowalnm
rozwiazaniem rownania Laplace’a, jednak sg z tym problemy.
1. Realistyczne rozwiazanie moze by¢ nieskonczona suma, ale
sumy nie da si¢ juz oddzieli¢.
» Dodatkowo sumowanie trzeba skonczy¢ w pewnym
punkcie, ale szereg zbiega sie bardzo wolno

2. Funkcje sinh przepelniaja pamieé dla duzych n. Mozna to
jednak ztagodzi¢ wyrazajac ich iloraz w postaci eksponent
i biorac duza granice dla n
sinh (nry/L)  en™W/L=1) _ g—nm(y/L+1)

_ nm(y/L—1)
sinh (n) 1—e 2nm e




Rozktad wielomianu jako algorytm

3. Szereg rozwija oscylacje w punktach niecigglych, czyli
np. na rogach obszaru, tzw. Efekt Gibbsa

Rozwigzanie analityczne (szereg Fouriera) réwnania Laplace’a
sumujace 21 wyrazéw. Efekt Gibbsa prowadzi do oscylacji w poblizu
x=0
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Metoda Ro6znic Skonczonych

Aby rozwiagzaé¢ numerycznie nasze PDE, dzielimy przestrzen na
siatke i rozwiazujemy dla kazdego miejsca na siatce. Poniewaz
bedziemy wyrazaé pochodne w warunkach réznic skonczonych
w warto$ciach U w miejscach sieci, nazywamy to metoda réznic
skonczonych.

Aby wyprowadzi¢ algorytm réznic skoniczonych dla rozwigzania
numerycznego zaczynamy od dodania dwéch rozwinieé¢ Taylora
potencjalu po prawej i lewej stronie (x, y) oraz powyzej i
ponizej (x, y):

i 10%U
Ulr + Ax,y)=U(x, ?;)+;A () 5 (Ax r)® + -
U 1()°U

Ul — Ax,y)=Ulx, ?;)——AJ?+ Z(A) -




Metoda Ro6znic Skonczonych

Wszystkie nieparzyste wyrazy znosza sie, gdy dodamy te
réwnania, i otrzymujemy przyblizenie réznicy srodkowej dla
drugiej pochodnej czastkowej rzadu A*

PU(x,y) Uz +Az,y) + Uz — Az,y) — 2U(x,y)

~

dr2 (Ax)?

U (x,y) _Ulz,y+ Ay) + Uz, y — Ay) —2U(z,y)
- (Ay)?




Metoda Ro6znic Skonczonych

Podstawienie obu tych przyblizen do réwnania Poissona
prowadzi do postaci réznicy skoniczonej PDE. Zaktadamy, ze
siatki x i y sa w réwnych odstepach Ax = Ay = A wiec
algorytm przyjmuje prosta postac.

U+ Ay +U(x—Ay)+Ulz,y+A)+Ulz,y — A) — AU (x, y) = —4np.
Zastosujemy teraz rozwiazanie algebraiczne dla U(x, y).
AU (z,y) ~U(z + Ay) + Uz — Ay) + Ulz,y + A) + Uz, y — A)

Hmp(x, y) AL,

Gdzie pomineliby$my wyraz p(x) dla réwnania Laplace’a.




Metoda Ro6znic Skonczonych

W warunkach lokalizacji na naszej sieci, zmienne x i y
wygladaja

T = Iy + ?A Y =" +;’A ?1} — U R J'i\'rmeu\-lz

W ktérych umiesciliémy naszg sie¢ w kwadracie o boku L.
Algorytm skoniczonej réznicy przeksztalcil sie w

A . A
Uig =3 Wisrs + Ui+ Usg + Uil + mp(id\, jA)A2,




Metoda Ro6znic Skonczonych

Istnieje wiele sposobdéw iteracji naszego algorytmu, w celu
przeksztalcenia warunkow brzegowych w rozwiazanie. Jego
najbardziej podstawowa forma jest metoda Jacobiego.
Raczej oczywiste ulepszenie metody Jacobiego wykorzystuje
zaktualizowane domysty dotyczace potencjatu w algorytmie,
gdy tylko sa one dostepne.

Technika ta, znana jako metoda Gaussa—Seidela (GS), zwykle
prowadzi ona do przyspieszonej konwergencji, co z kolei
prowadzi do mniejszego btedu zaokraglania. Zuzywa rowniez
mniej pamieci, poniewaz nie ma potrzeby przechowywania
dwoch generacji domystow.

1 -
Lm w) ,{n}lti\J (ut w} (old) rlunew)
Ul = < [0S+ Ul + Ul + U]
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Implementacja - Kod

Wstep
Rozwigzanie
numpy 2= np réwnania
matplotlib.pylab == p; Szeregiem
Fouriera

mpl_toolkits.mplot3d
Metoda Réznic

print(" n
Nmax - 160; Niter - 76; V - np. h
Skonczonych
print( "Working hard, wait t
k in range(®. 1): V[k,0] - 1
Bibliografia

iter in range
iter 16 @: print( iter
i range(1 e
3 in range(1 2): V[4,3] - 0.25 (V[i+1,31-V[4-1,31+VI1,3-11+V[L,3-11)
X - range(e 1, 2); y - range(e
X, Y - p.




Implementacja - Wykres

# €3 Q=
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[2] 1ElektrostatykalCieplo.pdf




	Wstęp
	Rozwiązanie równania Szeregiem Fouriera
	Metoda Różnic Skończonych
	Implementacja
	Bibliografia

