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Abstrakt

Roéwnania rézniczkowe zwyczajne posiadaja osobliwosci dwoch typow. Réwnania liniowe posiadaja je-
dynie osobliwosci ustalone, ktére sa osobliwo$ciami wspotczynnikéw w rownaniu. Réwnania nieliniowe
posiadaja dodatkowo osobliwosci ruchome, ktore sg osobliwo$ciami rozwigzann. W pracy zostaly omo-
wione oba typy osobliwosci i metody ich analizy, a takze opis metod Rungego-Kutty I-V rzedu, metod
adaptacyjnych polegajacych na zmianie rozmiaru kroku catkowania oraz zagadnienn programowania
rownoleglego. Metody te zostaly dotaczone do oprogramowania szukajacego osobliwosci ruchomych
na plaszczyznie zespolonej. Implementacja zostala wykonana w jezyku C++-.

Abstract

Ordinary differential equations have singularities of two types. Linear equations have only fixed sin-
gularities, which are singularities of the coefficients of the equation. Nonlinear equations, in addition,
have also movable singularities, which are singularities of the solutions. In the thesis both types of
singularities and methods of their analysis were outlined, as well as, the description of the Runge-
Kutta I-V rank methods, adaptive methods that change the step size, and parallel programming were
presented. These methods were included in the software that search for movable singularities in the
complex plane. Implementation was done in C++ language.
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Rozdzial 1

Wstep

Wiekszos¢ procesow fizycznych jest opisana réznego rodzaju rownaniami rozniczkowymi. Najlepszym
przyktadem uktadu réwnan rozniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu sa réwnania ruchu Newtona.

Rozwigzanie nawet najprostszych rownan rézniczkowych zwyczajnych moze stanowi¢ problem,
gdyz wystepujace catki moga nie wyrazac¢ sie przez funkcje elementarne. Réwnania liniowe drugiego
rzedu posiadaja najogoélniejsze rozwiazania w postaci szeregéw potegowych, ktérych promienie zbiez-
noéci na plaszczyznie zespolonej zadane sa przez osobliwosci wspotczynnikéw réwnarn, tzw. ustalone
osobliwoéci (ang. fixed singularities). Konstrukcje takich rozwiazan podaje Twierdzenie Frobeniusa
(oméwione w rozdziale 4.4.2). Osobliwosci te moga by¢ trzech typow:

e bieguny
e punkty rozgalezienia
e punkty istotnie osobliwe

W przypadku nieliniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych sytuacja jest jeszcze bardziej skom-
plikowana, gdyz oprocz osobliwosci wspotczynnikéw réwnania pojawia sie nowy typ osobliwosci nazy-
wany osobliwosciami ruchomymi (ang. movable singularities). Ich polozenie na plaszczyznie zespolonej
mozemy okre§li¢ analizujac rozwiazanie, ktore musimy znaé¢ w skoniczonej formie (tzn. nie w postaci
szeregu potegowego). Nazwa 'ruchome’ pochodzi od faktu, iz polozenie tych osobliwosci zmienia sie,
gdy zmieniane sa dane poczatkowe oraz parametry réwnania.

Jedno z podejé¢ do problemu rozwiazania nieliniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych zapre-
zentowane zostato przez Paula Painlevé - wszechstronnego matematyka francuskiego i dwukrotnego
ministra (4.3.2). Zgodnie z tym podej$ciem rozwiazanie powinno byé (jednowartosciowa) funkcja, a do-
datkowo powinna to by¢ skonczona funkcja (nie nieskoriczony szereg). Zatem rozpatrujac rozwigzanie
na plaszczyznie zespolonej nalezy wiedzie¢ jakiego typu osobliwosci wystepuja, zeby w razie potrzeby
wykonaé¢ uniformizacje - z ’funkcji wielowartosciowej’ zrobi¢ prawdziwa funkcje jednowartosciowa.
Mozemy to zrobi¢ na dwa mozliwe sposoby:

e wykona¢ ciecia dla punktow rozgalezien i usunaé istotne osobliwosci [12];
e zdefiniowa¢ powierzchnie Riemanna [12] bedaca zbiorem wartosci dla rozwiazania;

Dzieki takiemu zabiegowi otrzymujemy prawdziwa funkcje.

Kolejnym elementem definicji rozwiazan przez P. Painlevé jest zdefiniowanie nowych funkcji spe-
cjalnych dla réwnan, ktore nie maja rozwigzan wyrazanych przez znane nam funkcje lub rozwigzania
wyrazaja sie w postaci nieskonczonego szeregu potegowego. Jest to podejscie rézne od popularnego
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8 ROZDZIAL 1. WSTEP

podejscia Cauchy’ego, gdzie istotna role gra lokalne rozwiazanie najczesciej w postaci szeregu po-
tegowego. Podejicie Painlevé jest podejSciem globalnym. Sytuacje mozemy zilustrowaé¢ nastepujaco:
gdybysmy nie zdefiniowali funkcji ,specjalnych” sin i cos to woéwczas rozwigzanie rownania oscyla-
tora harmonicznego wyrazone bytoby przez nieskoriczone szeregi, bedace wtasnie szeregami zbieznymi
do wspomnianych funkcji (przy zalozeniu, ze nie uzywamy exp z wykladnikiem zespolonym, ktora
rowniez jest funkcja specjalna zdefiniowana przez rownanie rozniczkowe zwyczajne).

Wedtug Painlevé, najlepiej zachowujace sie rownania, ktére posiadaja ruchome osobliwosci w po-
staci biegunéw, gdyz wéwczas nie musimy wykonywaé uniformizacji, a rozwigzanie jest funkcja mero-
morficzna [2]. Taka wlasnos¢ nazywa sie wlasnoscia Painlevé. Autor tej wlasnosci rozpoczal analize
rownan rézniczkowych definiujace najwyzsza pochodng jako wyrazenie wymierne nizszych pochodnych
(doktadny opis zostanie zaprezentowany ponizej) i odkryl nastepujace klasy:

e rownania [ rzedu - réwnanie Ricattiego oraz Weierstrassa

e rownania IT rzedu - 53 kanoniczne réwnania z ktérych 47 jest catkowalne przy pomocy znanych
funkcji, a 6 definiuje nowe funkcje transcendentalne Painlevé;

Obecnie klasyfikowane sg réwnania w postaci wymiernej IV rzedu. Te rownania sa w rzeczywistosci
klasami rownowaznosci rownan, ktore roznia sie od siebie transformacja Mobiusa z holomorficznymi
wspotczynnikami, gdyz taka transformacja nie zmienia charakteru osobliwosci.

W tym podejsciu bardzo istotne jest polozenie i typ osobliwosci, aby taka uniformizacje wykonag.
Niestety obecne metody analityczne nie pozwalaja na ogoélng analize polozenia i typu ruchomych
osobliwosci. Analiza tych cech przebiega od rownania do rownania, a metody opracowane dla jednego
roéwnania nie zawsze daja sie zastosowac do innych réwnan. Dlatego tak wazne jest opracowanie metod
numerycznych, ktore pozwalaja znalezé potozenie ruchomych osobliwosci rozwigzan na plaszczyznie
zespolonej, a dodatkowo pokazac ich charakter. Takie informacje czesto pozwalaja odgadnaé¢ wtasciwa
metode analityczng, umozliwiajaca opisanie osobliwosci w zadowalajacy sposob.



Rozdzial 2

Cel, zakres pracy 1 metodyka

Celem pracy jest rozwdj oprogramowania do analizy rozwigzan réwnan rézniczkowych zwyczajnych
na plaszczyznie zespolonej opisany w [1]. Oprogramowanie to moze by¢ uzyte do analizy nieznanych
rownan i wizualizacji znanych rozwigzan.

Praca sktada sie z dwoch czesci. Czesé teoretyczna opisuje w szczegdtach Twierdzenie Frobeniusa
o rozwigzywaniu liniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych, a nastepnie problemy zwiazane z po-
jawieniem sie ruchomych osobliwo$ci réwnari nieliniowych. Nastepnie opisane sg metody numeryczne
catkowania réwnan rézniczkowych. Te wiadomosci zostaly wykorzystane w czesci drugiej do wzboga-
cenia programu 7 pracy [1] o nowe metody catkowania.

Praca w glownej mierze opisuje rozwiazania programistyczne napisane w jezyku C/C++. Zasto-
sowano programowanie rownolegte w celu przyspieszenia analizy rozwigzan.
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Czesc¢ 1

Czes$¢ teoretyczna
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Rozdziat 3

Szereg Laurenta

Niektorych funkeji nie da sie rozwinaé¢ w szereg Taylora, w takich wtasnie przypadkach z pomoca przy-
chodzi nam rozwiniecie w szereg Laurenta. Zostato ono opublikowane w roku 1843 przez francuskiego
matematyka Pierre Alphonse Laurenta, od ktorego nazwiska pochodzi nazwa szeregu. Specyfika roz-
winiecia polega na tym, ze posiada ono sktadniki o wyktadniku ujemnym. Szeregi te wykorzystujemy
do klasyfikacji ruchomych osobliwosci przedstawionych w rozdziale 4. Definicje, z ktorych korzystamy
zostaly zaczerpniete z [13].

Spojrzmy na ponizsze szeregi:

ch(z—zo)” i Zc,n(z—zo)fn. (3.0.0.1)
n=0 n=1

Pierwszy z nich jest zbiezny w kole K (zo, R), gdzie R = ———1—— 7a$ drugi jest zbiezny na
limsupn — oo n\/ len]

zewnatrz kola K(z0,7) = {zeC : |2 = 2| > 1}, gdzie r = limsup, . TemmE

Definicja 1 Szeregiem Laurenta o Srodku w punkcie zy nazywamy sume szereqow zdefiniowanych w
(8.0.0.1) oraz zapisujemy jako:

(oo}

> enlz = 20)" (3.0.0.2)

Definicja 2 Szereqg Laurenta jest zbiezny, wtedy gdy kazdy z szeregow (3.0.0.1) jest zbiezny .

7. powyzszej definicji wynika, ze szereg Laurenta jest zbiezny w pierscieniu kolowym bedacym
czedcia wspolng obszaréw zbieznosci sktadnikéw sumy szeregu Laurenta.

13
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Rozdzial 4

Ro6wnania rézniczkowe zwyczajne

4.1 Definicja réwnan rézniczkowych zwyczajnych

Podrozdzial zostal opracowany na podstawie ksiazki [3]. Stanowi wprowadzenie do metody rozwiazy-
wania liniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych metoda Frobeniusa. Zawiera podstawowe definicje
rownan rézniczkowych zwyczajnych liniowych oraz przyktady ich zastosowan w fizyce.

4.1.1 Roéwnania rézniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu

Definicja 3 Rownaniem rézniczkowym zwyczajnym rzedu n nazywamy rownanie w postaci:
F(t,z, @i, ..,2™) =0. (4.1.1.1)

Gdzie t jest zmienng niezaleznag, a x jest zmienng zaleing. Funkcje F oraz zmienng zaleing x(t)
traktujemy jako funkcje wektorowe o wartosciach w przestrzeni R™. Funkcje p(t) co najmniej klasy
C", podstawiong odpowiednio do réwnania za x, w miejsce & - ', a w miejsce x™) - (n), zmieniajgcq
réwnanie w tozsamos$é, nazywamy rozwigzaniem rownania (4.1.1.1).

Definicja 4 Wykres funkcji p(t) w przestrzeni R™T1 zmiennych (t, x) nazywany jest krzywg catkowq
réwnania (4.1.1.1).

W praktyce nie postugujemy si¢ rownaniami rézniczkowymi w postaci (4.1.1.1), poniewaz jest to
dos¢ niewygodne. Zaktadajac, ze najwyzsza pochodna (™) w sposob nietrywialny wchodzi do funkeji
F, to z reguly spelnione sa zalozenia twierdzenia o funkcji uwiklanej, a réownanie (4.1.1.1) mozemy
rozwiklaé¢ wzgledem najwyzszej pochodne;j:

2™ (t) = f(t, x, &, ..., x(n — 1)). (4.1.1.2)

Rownanie n-tego rzedu w powyzszej postaci (4.1.1.2) mozemy z tatwoscia sprowadzi¢ do postaci
rownania pierwszego rzedu. W tym celu wprowadzamy nastepujace oznaczenia:

zo(t) = 2(t), x1(t) = &(t), ..., 21 (t) = 27D (2). (4.1.1.3)
7 tych zmiennych utworzymy wektor:

15
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wo(t)

(t) = xlz(t) . (4.1.1.4)

)

Wowczas rownanie (4.1.1.2) mozemy przedstawi¢ w postaci rownania pierwszego rzedu:

z=g(t,x), (4.1.1.5)
gdzie g(t, ) jest wektorem
21 (1)
.Tg(t)
z(t) = ) . (4.1.1.6)

f(tvx()v'rla “wznfl)

Nas interesowa¢ beda réwnania pierwszego rzedu w postaci:

i = f(t,x). (4.1.1.7)

4.1.2 Roéwnania rézniczkowe zwyczajne drugiego rzedu
Wiele zagadnien fizyki opisywanych jest przez rownania rézniczkowe liniowe zwyczajne drugiego rzedu.
Przyjmuja one nastepujaca postac:

a(z)w"(2) + B(2)w'(2) + v(2)w(z) = 0, (4.1.2.1)

gdzie w(z) jest poszukiwana przez nas funkcja zmiennej zespolonej z, funkcje «(z), 8(z) oraz vy(z) sa
znane. Upraszczajac otrzymujemy:

W(2) + p(2)w'(2) + q(2)w(z) = 0, (4.1.2.2)

gdzie

B(z) o(2) = 7(2)
afz)’ a(z)’
Z uwagi na zero, ktére wystepuje po prawej stronie rownania (4.1.2.2), jest to rownania jednorodne.

Jak wiadomo, réwnania jednorodne posiadaja dwa rozwiazania szczegolne wi(z) 1 wa(z), ktore sa
liniowo niezalezne. Rozwiazaniem ogolnym w(z) nazywamy kombinacje rozwiazan szczegolnych:

p(z) =

(4.1.2.3)

w(z) = cqwi(z) + cawa(2), (4.1.2.4)

gdzie ¢; i ¢y sa liczbami zespolonymi ustalanymi na podstawie warunkéw poczatkowych.
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4.1.3 Przykladowe zastosowania réwnan rézniczkowych w fizyce

Roéwnania rézniczkowe znalazty wiele zastosowan zaréwno w opisie zjawisk fizycznych jak i w technice
[3]. Reprezentatywnymi przyktadami tych zastosowan sa miedzy innymi:

e Druga zasada dynamiki Newtona

Niech pg bedzie punktem materialnym o ustalonej masie m, ktory porusza sie w przestrzeni
fizycznej R3. Powiazanie przyspieszenia tego punktu z sita na niego dzialajaca, przedstawione

jest wzorem: )
mP(t) = f(.), (4.1.3.1)

gdzie sita f(.) jest zalezna od potozenia - sita grawitacyjna, predkosci - sita elektromagnetyczna,
a w ogoblnosci zalezy od czasu, potozenia i predkosci.

f=ft Pt),P(t) (4.1.3.2)

Powyzsze rownanie (4.1.3.2) jest opisem procesu ewolucyjnego ruchu punktu materialnego po.
Nazywamy je rownaniem rézniczkowym, wiaze ze soba zmienng niezalezna t oraz zmienne zalezne

P(t) i ich pochodne P(t), P(t).

¢ Wahadlo matematyczne

Wahadlem matematycznym nazywamy uktad sktadajacy sie z punktu materialnego o ustalonej
masie m, zawieszonego na dlugiej nierozciagliwej, cienkiej nici. Punkt wykonuje wahania wokot
najnizej potozonego punktu O, ktéry nazywamy srodkiem wahan. Schemat przedstawiony zostal
na rysunku (4.1)

Rysunek 4.1: Schemat na rysunku przedstawia wahadlo matematyczne [3].

Oznaczmy jako z odchylenie od §rodka wahan oraz zaldézmy, ze wahadto wykonuje jedynie mate
wahania. Aby znalez¢ przyspieszenie wahadla a w wybranym punkcie P nalezy zauwazy¢, ze
site, ktora dziata na punkt materialny o masie m reprezentuje sktadowa sily ciazenia, ktora jest
styczna do toru wahan. Wtedy:
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ma = —mgsinx. (4.1.3.3)

Jest to szczegblny przyktad rownan ruchu Newtona. W powyzszym wzorze wystepuje znak minus,
poniewaz wychylenie oraz sita maja przeciwne kierunki, g jest przyspieszeniem ziemskim, a x
katem wychylenia wahadla od pionu. Przyspieszenie wahadla mozemy wyrazi¢ poprzez druga
pochodna odchylenia z, w efekcie otrzymujemy:

mZ = —mgsinz. (4.1.3.4)

Punkt materialny porusza sie po tuku, zauwazmy, ze z mierzymy w jego wzdtuz, dlatego
z=ul, (4.1.3.5)
gdzie [ jest dtugoscia wahadta. Powyzsze rozwazania prowadza do otrzymania réwnania wahadta:

i = f%sinx. (4.1.3.6)

Jesli rozwazamy jedynie male drgania wahadta, to zadowalajacym nas przyblizeniem jest sinx ~
x, zatem male drgania daja sie opisa¢ rOwnaniem:

i=—kz, (4.1.3.7)

gdzie k = 1/g, a posta¢ zagadnien poczatkowych dla tego rownania jest nastepujaca:

T = —kux,
.T(to) = X, (4138)
.%"(to) = T1.

Teoria obwodéw elektrycznych

Podstawowymi prawami rzadzacymi przeptywem pradu w uktadach elektrycznych sa prawa Kir-
choffa. Pierwsze z nich sformutowane dla oczek sieci méwi, ze suma réznic potencjaléow w oczku
musi by¢ rowna zero. Drugie za$, zostalo sformutowane dla weztéw sieci i méwi, ze suma pradow
wplywajacych do danego wezla jest réwna sumie pradéw wypltywajacych z niego. Prawa te uzu-
pelnimy o pewne réwnania, a mianowicie takie, ktére wiaza przeptyw pradu przez indukcyjnosé,
pojemno$é oraz oporno$é¢ z odpowiednimi réznicami potencjatow:

L0

= 4.1.3.9
Yo, (11.39)
dv
C=—= = 4.1.3.10
il ( )
Rj =w. (4.1.3.11)

Poprzez potaczenie powyzszych zaleznosci z rownaniem Kirchoffa dla oczka sieci, otrzymujemy
rownanie obwodu elektrycznego w postaci rownania oscylatora harmonicznego:

&+ 2k0 4+ wiv = 0, (4.1.3.12)

1

: _R 2 _
gdzie 2k = 7, a wg = 15
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W przypadku kiedy zamiast prostego obwodu elektrycznego sktadajacego sie z trzech oczek roz-
wazamy obwod elektryczny, na ktory dziata zewnetrzna sita elektromotoryczna E(t), to rownanie
przyjmuje postac:

b+ 2k0 + wiv = WS E (). (4.1.3.13)

Dla przyktadu, w przypadku, gdy nie ma opornosci w obwodzie, mamy do czynienia z drganiami
swobodnymi, wtedy nasze roéwnanie redukuje sie do postaci réwnania oscylatora harmonicznego
bez ttumienia:

¥+ wiv = 0. (4.1.3.14)
Rozwiazaniem ogolnym takiego rownania jest:
v(t) = ercoswot + casinwot. (4.1.3.15)
Przeksztatcajac to rownanie do nieco innej postaci, poprzez wprowadzenie nowych statych do-
wolnych:
c1 = Acosd,
o)~ dsing. (4.1.3.16)

Wtedy dostajemy wzoér opisujacy swobodne drgania elektryczne z czestotliwoscia wg, o ampli-
tudzie A i przesunieciu fazowym d:

v(t) = Acos(wot — 9). (4.1.3.17)

4.2 Roéwnania rézniczkowe zwyczajne liniowe z osobliwo$ciami
i metoda Frobeniusa

4.2.1 Klasyfikacja punktéw osobliwych

Definicja 5 Funkcja f(x) jest analityczna w punkcie xo, tylko w przypadku, jesli w otoczeniu tego
punktu jest réwna sumie swojego szeregu Taylora [5]
— 1
f(z) = Z —f®) (o) (2 — x0)" (4.2.1.1)

k!
k=0

dla |x — x| < R, gdzie R jest nieujemnq liczbg rzeczywistq .

Definicja 6 Punktem nieosobliwym [5] réwnania w postaci y" + p(x)y’ + g(x)y = 0 nazywamy taki
punkt xo, w ktérego otoczeniu funkcje p(x) i g(x) sq analityczne .

Definicja 7 Regularnym punktem osobliwym [5] réwnania y" + p(x)y’ + g(x)y = 0 nazywamy taki
punkt xo, w ktérego otoczeniu funkcje p(t) oraz q(t) nie sq analityczne, ale funkcje (x — xo)p(x) oraz
(x — x0)%q(x) sq analityczne.

Definicja 8 Twierdzenie Fuchsa [}]. Dla punktu regularnie osobliwego lub punktu regularnego mo-
zemy zawsze znaleZé niezerowq liczbe rozwigzan szczegolnych rownania rozniczkowego liniowego, po-
przez rozwiniecie w szereq wokdt tego punktu:

w(z) = an(z - 2)"", (4.2.1.2)
n=0

gdzie c jesz liczbg zespolona, ktorg chcemy wyznaczyé, a promien zbieznosci jest okreslony przez odle-
gtosé do najblizszego punktu osobliwego tego rownania.
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W tabeli ponizej przedstawione zostaly przyktady rozwiazan jednorodnych réwnan rézniczkowych

zwyczajnych drugiego rzedu wraz z punktami osobliwymi regularnymi (RPO) oraz nieregularnymi
(NPO).

| Rownanie | RPO | NPO |
Oscylatora harmonicznego
W 4+ w?w =0 brak 00
Hermite’a - kwantowy oscylator harmoniczny
W’ + 22w + 2aw =0 brak 00
Laguerre’a - atom wodoru
2w+ (1—2)w +av=0 0 00
Bessela
22w + 20" + (22 —v?)w =0 0 00
Konfluentne
2w+ (y—z2)w +aw=0 0 00
Czebyszewa
(1 - 2w — 20" +n2w =0 -1,1,00 | brak
Legendre’a - kwantowy kret orbitalny
(1—2%w—220" +[I(L+1) — %w =0 -1,1,00 | brak
Gaussa (hipergeometryczne)
zz—1Dw+[(1+a+P)z—vw +afw=0 | 0,1,00 | brak

Rysunek 4.2: Przyklady rozwiazan jednorodnych réwnan rézniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu
wraz 7 punktami osobliwymi regularnymi (RPO) oraz nieregularnymi (NPO) [4].

4.2.2 Metoda Frobeniusa

Metoda Frobeniusa pozwala nam na rozwiazywanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych poprzez roz-
winiecie w szeregi potegowe. Metoda zostala opracowana na podstawie [6].
Glowng ideg metody Frobeniusa jest poszukiwanie rozwigzan w postaci:

(x — )" Z an(z — 20)". (4.2.2.1)
n=0
Rozwiazmy rownanie:
y" +p()y +g(x)y =0. (4.2.2.2)

Niech zy bedzie pojedynczym punktem osobliwym rownania. Otrzymujemy:

p@)(x —x0) = Y pulw —x)", (4.2.2.3)
n=0

g(@) (@ —20)” = gnla — z0)", (4.2.2.4)
n=0

z pewnymi promieniami zbieznosci.
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Aby obliczenia byly bardziej czytelne, ustalmy, ze zo = 0, po podstawieniu z¢ do rownania (4.2.2.1)
otrzymujemy:

y=a" Z anx"”. (4.2.2.5)
n=0

Podstawiamy y do rownania (4.2.2.2), co w rezultacie daje:

(z" Z anz™)" + p(x)(z" Z anz™) + q(x)(z" Z anz™) = 0. (4.2.2.6)
n=0 n=0 n=0

Wryliczamy pochodne poszczegélnych sktadnikéw rownania (4.2.2.6):

o0

(z" g anx” E apx™ )’

- (4.2.2.7)
Z n+r)(n+r—Da,z" T2
n=0
0 Yo = a3 ) =
n=0
= p(:v)(Z(n +r)apx™ Tl = (p(:v)x)(Z(n +7)apx™ ) = (4.2.2.8)
n=0 n=0
= (Ot o™ = SIS el
n=0 n=0 m=0
D" Y ana™) = alr =23 ua™) (Y ana”) =
o Y = (4.2.2.9)
=303 )
n=0 m=0
7 powyzszych obliczen otrzymujemy réwnanie w postaci:
S A+ r)n+r=Dan+ > [(m+)pn-m + gn-mlam 2" =0 (4.2.2.10)
n=0 n=0
lub w postaci réwnowaznej
00 n—1
S A+t =1+ (n+r)po+ qolan + 3 (M + 1)ppom + gn-mlam}z" 72 =0. (4.2.2.11)
n=0 m=0
Rozwiazaniem dla powyzszych réwnan sa:
(n=0):
[r(r —1) + por + qo]ao = 0, (4.2.2.12)
(n>0):
n—1
[(m+r)n+7r—1)+ (n+7r)po+ qo)an + Z [(m 4 )Ppn—m + Gn—m]am = 0, (4.2.2.13)

m=0
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wyrdzniamy n = 0, poniewaz chcemy, aby a,, # 0 (naturalnie przy a, = 0 dostaniemy y =
"N bma™, gdzie by, = ay41) dostajemy warunek na 7

r(r+1) 4+ por +qo =0. (4.2.2.14)

Powy7zsze réwnanie nazywamy wskaznikowym i daje nam ono dwa rozwiazania: r i ro, zwane
wyktadnikami pojedynczego punktu osobliwego dla x = 0.
Rozwazmy teraz trzy przypadki rozwiazan:

e Jesli 71 £ ro i r1 — 72 nie daje nam liczby naturalnej, to istnieja dwa liniowo niezalezne rozwia-

zania;: .
yi(x) = |z — 20" Y an(x — 0)", (4.2.2.15)
n=0
ya (@) = o — 2ol Y Gn(z — o)™ (4.2.2.16)
n=0

Wspétezynniki a,, i @, okreslamy przez nastepujaca relacje rekurencyjna:

n—1

[(n+7r)(n+7+1)+ (n+r)po+ golan + 3 [(M+)Pnm + Gn-mlam =0.  (4.2.2.17)

m=0

e W przypadku, kiedy r; = r5 to y; okreslone jest tak samo jak we wczesniejszym przypadku, a
1o okreslone jest wzorem:

Yo (@) = yr(@)nfe — zo™ Y dn(x — 20)". (4.2.2.18)

n=1

e Kiedy 71 — ro jest liczba naturalna, to zaktadamy, ze r; jest 'wiekszym korzeniem’, innymi
stowy stanowi wieksza cze$¢ rozwiazania, a Re(r1) > Re(rz), wtedy y; jest takie samo jak we
wczesniejszych przypadkach, a yo wynosi:

o0

ya(x) = cyr(z)ln|a — xo| + |x — zo|™ Z en(z — )" (4.2.2.19)

n=0

Zauwazmy, ze ¢ moze by¢ réwne 0.
We wszystkich wyzej wymienionych przypadkach rozwigzania sa zbiezne dla 0 < |x — 29| < gq.
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4.3 Nieliniowe réwnania rézniczkowe zwyczajne - ruchome oso-
bliwosci

Nieliniowe réwnania rézniczkowe poza osobliwosciami ustalonymi znanymi z Twierdzenia Frobeniusa
z podrozdziatu 4.2.1 posiadaja rowniez ruchome osobliwoséci (ang. movable singularities), ktore sa
osobliwo$ciami rozwiazan. Te osobliwosci poruszaja sie po plaszczyznie zespolonej, gdy zmieniamy
warunki poczatkowe, a takze parametry réwnania, stad nazwa ruchome.

Z analizy zespolonej wiemy [2], ze funkcje na plaszczyZnie zespolonej moga posiadaé trzy typy
osobliwoéci w ktorych zachowanie funkcji jest nastepujace (C' to liczba zespolona):

sin(x)

e osobliwosci usuwalne, ktore nie sg osobliwosciami, jak w przypadku funkcji w x = 0;

e bieguny dla funkcji holomorficznych, w otoczeniu ktorych gtowny wkiad ma postaé ﬁ, gdzie
n € N; Woéwcezas w szeregu Laurenta funkeji w okolicy osobliwego punktu mamy skoriczong liczbe
wyrazow o ujemnych potegach.

e punkty rozgalezienia postaci (x — €)%, gdzie « jest liczba wymierna, niecatkowita; W otoczeniu
punktu rozgalezienia mamy zdefiniowana ’funkcje wielowartosciowa’, ktora nie jest funkcja w
klasycznym tego stowa znaczeniu.

e punkty istotnie osobliwe dla funkeji holomorficznych, w otoczeniu ktorych szereg Laurent funkcji
analitycznej ma nieskoriczong liczbe wyrazéw o ujemnych potegach;

Powyzsze osobliwosci stanowg klase osobliwosci izolowanych, gdyz sa odseparowane od siebie. Jednak
rozwigzania moga réwniez posiadaé¢ osobliwosci nieizolowane, jak np. naturalne granice lub punkty
skupienia osobliwosci. Osobliwo$ci nieizolowanych nie bedziemy w pracy analizowaé¢, gdyz ich teoria
nie jest dostatecznie ugruntowana w matematyce.

Najprostszym przyktadem nieliniowego rownania generujacego osobliwos¢ ruchoma jest

dy(x)
dx

+y(x)? =0, (4.3.0.1)

ktore posiada rozwiazanie

-1
z—C’
Stala C' jest okreslona przez warunek poczatkowy y(0) = % dla C # 0. Latwo zauwazy¢, ze dla
x = C rozwianie (4.3.0.2) posiada biegun. Jest to osobliwo$¢ ruchoma, gdyz zmieniajac warto$é¢ wa-
runku poczatkowego osobliwo$¢ zmienia polozenie na plaszczyznie zespolonej, wiec jest to osobliwosé
ruchoma.

y(x) = (4.3.0.2)

4.3.1 Klasyfikacja ruchomych osobliwosci

Interesowa¢ nas bedzie nie samo istnienie osobliwosci, ale jej rodzaj, poniewaz to daje nam praw-
dziwy wglad w globalng strukture rozwiazan. W przypadku kiedy napotykamy na ruchoma osobliwosé
mozemy spodziewaé sie trzech odmiennych typow tej osobliwosci. Podrozdzial stanowi opis rodzajow
osobliwo$ci ruchomych oraz przyktady réwnan rézniczkowych zwyczajnych nieliniowych, w ktérych

wystepuja.

e Biegun (ang. pole) [8], [9], [10]. Z biegunem funkcji meromorficznej f(z) mamy do czynienia,
kiedy funkcja nie jest ograniczona w otoczeniu tego punktu osobliwego z = a, a ponadto:

lim f(z) = oo. (4.3.1.1)

z—a
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Mozemy rowniez okresli¢, ktorego rzedu jest biegun. Sprowadza sie to do okreslenia z ilu wyrazow
sktada sie szereg Laurenta powstaly z rozwiniecia czedci osobliwej wokét punktu a. Zauwazmy,
ze jesli punkt a jest ruchoma osobliwoscia w postaci bieguna m-krotnego funkcji f(z) to funkcja

1

9(z) = o) (4.3.1.2)

jest meromorficzna i w punkcie osobliwym a posiada zero m-krotne. Podobnie w sytuacji, gdy
funkcja f(z) posiada zero m-krotne w punkcie a to funkcja g(z) posiada osobliwo$¢ w postaci
bieguna m-krotnego w punkcie a.

Przyklad: Rozwazmy funkcje:

z4+2

I&= e+

(4.3.1.3)
Funkcja jest meromorficzna w catej przestrzeni sfery Riemanna. Posiada biegun rzedu 2 w punk-
cie z = 5, biegun rzedu 3 w punkcie z = —7 oraz pojedyncze zero w punkcie z = —2 i poczworne
zero w nieskonczonosci.

Rozgalezienia (ang. branch point) [11]. Punkt rozgatezienia, to taki punkt zo funkcji ana-
litycznej, ze jesli rozszerzymy dziedzine tej funkcji dookota punktu zy tworzac taricuch kot
Ky, K1, ...K,,, spetlniajacy nastepujace warunki:

— kazde z kot zawiera punkt zg,
— kazde jest przedtuzeniem analitycznym - rozszerzeniem dziedziny poprzedniego,

— kazde n-te koto posiada cze$¢ wspolng z kotem K nie bedaca punktem z.

Otrzymamy w kole K,, funkcje o wartosciach innych niz w czesci wspolnej K, [ Ko. Uscislajac,
jesli przemieszezamy punkt z dookota punktu zo po krzywej zamknietej, to wartosci funkeji f(z)
beda sie zmienialty w sposob ciagly, aczkolwiek na koncu tej petli wartos¢ funkceji f(z) bedzie sie
réznita od wartosci na poczatku petli mierzonej w tym samym punkcie.

Zauwazmy, ze mamy do czynienia z funkcja, ktora nie jest holomorficzna na przestrzeni pierscie-
nia otaczajacego punkt rozgalezienia, dlatego nie mozemy rozwinaé jej w szereg Laurenta w tym
pierscieniu. Mozemy jednak okresli¢ jej galaz, ktora jest jednoznaczna w jednospojnym obszarze
(takim, w ktorym dwa dowolne punkty mozemy potaczy¢ droga oraz kazde dwie drogi taczace
dwa punkty nalezace do przestrzeni sa homotopijne) niezawierajacym punktu rozgaltezienia.

Przyktad:
W funkcji:
log(z — zo) (4.3.1.4)

punktem rozgalezienia jest punkt zo. Podobnie zachowuje sie funkcja /2 — zp.

Osobliwosé istotna (ang. essential singularity)[7]. Trzeci rodzaj osobliwosci reprezentuja oso-
bliwosci istotne. Funkcje posiadajace takie osobliwosci maja w szeregu Laurenta nieskoriczenie
wiele ujemnych poteg. Punkt a nazywany jest istotng osobliwoscig funkcji f, jesli osobliwo$¢ nie
jest ani biegunem, ani usuwalng osobliwoscia(eng. removable singularity).

Przyktad: Funkcja:
f(z) =e'/? (4.3.1.5)

posiada istotna osobliwo$é¢ w punkcie z = 0.
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4.3.2 Wlasnos$é Painlevé

Osobliwosci rozwiazan réwnan rézniczkowych zwyczajnych staly sie przedmiotem zainteresowania
francuskiego matematyka Paula Painlevé. Wprowadzil on wtasnos§¢ Painlevé, ktora posiadaja row-
nania, ktorych osobliwosci rozwigzan to jedynie bieguny. Ze wzgledu na fakt, iz typ osobliwosci nie
zmienia sie poprzez transformacje Mdbiusa:

az+b

&)= (4.3.2.1)

gdzie a, b, ¢, d sg funkcjami holomorficznymi oraz ad — ¢b # 0, to klasyfikacje osobliwosci mozna
wykonaé na klasach abstrakeji rownan rézniczkowych indukowanych przez ta transformacje.

Painlevé przeprowadzil klasyfikacje rownan z prawa strona bedaca wyrazeniem wymiernym i otrzy-
mal kilka rownan posiadajacych wspomniang wtasno$é. Do rownan pierwszego rzedu posiadajacych
wlasnosé Painlevé zaliczyl rownanie Weierstrassa oraz réwnanie Ricattiego. Wsréd rownan II rzedu
znalazl on 53 réwnania posiadajace te wlasnosé. Okazalto sie ze 47 z nich mozna opisa¢ przez istnie-
jace juz funkcje, zas 6 pozostalych nie daje sie sprawdzi¢ do znanych rownan i rozwigza¢ w postaci
znanych nam funkcji. Painlevé zdefiniowal wiec nowe funkcje rozwiazujace te wtagnie rownania [12].
Ponizej przedstawiam 6 nieredukowalnych réwnan znalezionych przez Paula Painlevé. Funkcje, ktore
sg rozwigzaniami tych réwnan nazywamy funkcjami transcendentalnymi Painlevé.

e I (Painlevé)

d29 2
CY G2t 4.3.2.2
p7e Y-+, ( )
e IT (Painlevé)
Yo ity ta (4.3.2.3)
dt2 - y y ) e
e ITII (Painlevé)
Py o dy, dy
ty—= = t(—=)? —y— + ot 3 iyt 4.3.2.4
yogm = )"~y ot By +ay” oty (4.3.2.4)
e IV Gambier
d?y 1.dy., 9 9 3
ey _ Y 2(42 — Aty + Syt 4.3.2.
Ype = 5lg)" H A2 —a)y” +4ty + oy, (4.3.2.5)
e V Gambier
d2y 1 1 dy, 1ldy (y—1)?2 B y yly+1)
@y _ Lo Wy lay W7 Ll LA L AC AN 4326
dt? (2y yfl)(dt) t dt 12 (ay+y)+7t+ y—1"~ ( )
e VI R.Fuchs
>y 1,1 1 1 dy., 1 1 1 dy
ey Ty ) TG
TR , o H— 1) (4.3.2.7)
+yy L (Oé+ﬂ—2+ )
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W powyzszych wzorach «, 3, v i § sg stalymi zespolonymi. Przez przeskalowanie y oraz ¢t mozemy
wybraé¢ dwa parametry dla III typu rownania i jeden parametr dla typu V, dlatego wnioskujemy, ze
te typy maja tak naprawde odpowiednio 2 i 3 niezalezne parametry. Osobliwosci dla typow III, V i
VI znajdujemy w oo i w 0 oraz w 1 dla VI typu. Dla pierwszego typu osobliwosci wystepuja w postaci
podwdjnego bieguna. Dla takich osobliwosci szereg Laurenta ma postac:

_ z 1 22
(z—20)"2 — 1—(0)(2 —z)? - A 20)% + h(z — 20)* + 3—50(2 —20)% 4 ... (4.3.2.8)

Dla IT typu wszystkie osobliwosci maja postaé¢ pojedynczych biegundw.



Rozdzial 5

Numeryczne metody rozwigzywania
rownan rozniczkowych zwyczajnych

Czesciowe informacje na temat lokalizacji ruchomych osobliwo$ci mozemy uzyskaé¢ za pomoca metod
numerycznych [19]. Najprostszym, a zarazem najbardziej intuicyjnym sposobem znajdowania osobli-
wosci jest catkowanie rownania wzdluz pewnej $ciezki lezacej na plaszczyznie zespolonej i koriczenie
calkowania w momencie, gdy jakis stan sugeruje sasiedztwo osobliwosci. Jesli Sciezki catkowania sg wy-
starczajaco geste, metoda ta moze da¢ nam pewne prognozy na temat zachowywania sie rozwigzania
i struktury osobliwosci.

5.1 Metoda Eulera

Dane jest rownanie postaci y' = f(x,y) z warunkami poczatkowymi (zo, yo) : yo = y(zo), poruszamy
sie z krokiem h zatem kolejne punkty na osi x to:

Tni1 = T + h, (5.1.0.1)

z definicji pochodnej vy = % zatem:

f@n,yn) =y = — (5.1.0.2)
po przeksztatceniu powyzszego wzoru otrzymujemy:

Chcemy otrzymaé¢ wzor na y,+1, dlatego do wzoru y,4+1 = y, + Ay podstawiamy wyliczone Ay
(5.1.0.3). Tym sposobem dochodzimy do postaci:

Yn+1 = Yn + hf(xna Yn)- (5-1-0-4)

Poréwnujemy wynik z rozwinieciem w szereg Taylora:

(2)
Ynt1 = Y(@nt1) = yY(@n + h) = yn + hf (Tn,yn) + ! 2!(5) h?, (5.1.0.5)

gdzie x, < & < xp41.

27
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Btad przyblizenia jest rzedu O(h?). Wieksza doktadnosé przyblizenia otrzymaliby$my przez zmniej-
szenie kroku iteracji. W praktyce, metoda ta nie jest zalecana, ze wzgledu na swoja niedoktadnosé¢ w
poréwnaniu 7 innymi metodami tego samego stopnia.

5.2 Metody RK

Metoda Rungego-Kutty IT rzedu

W tym przypadku wzoér na catkowanie réwnania rézniczkowego wyglada nastepujaco:

Yi+1 = yi + (a1k1 + azk2)h, (5.2.0.1)

gdzie:
k1 = f(xi, i), (5.2.0.2)
ky = f(xi + prh;yi + qukih), (5.2.0.3)

a zaleznosci pomiedzy poszczegdlnymi wspotczynnikami przyjmuja postac:
ai+as =1,

az2p1 =

(5.2.0.4)

azqi1 =

N = N =

Aby wyznaczy¢ wspotezynniki aq, as, p oraz g postuzmy sie rozwinieciami w szeregi Taylora.
Zacznijmy od rozwazenia funkeji f(x,y).

Otrzymujemy:

f' (@i, yi)h?

Yirr =y1 + f(zi, yi)h + o + O(h%), (5.2.0.5)
Of (wisyi) | Of (@i, yi) dy
! . L) = _—
[ (@i, y:) or T oy dv (5.2.0.6)
s = w1+ Flayoh + (L@w) | A C@oy) Ay 12 ) (5.2.0.7)
H_ ! ot ox dy  dx’ 2!

Wezmy teraz funkcje g(x,y), jesli jest ona ciggla to mozemy przedstawi¢ ja w postaci:

_ 99 99
glx+ry+s) 7g(sc,y)+ra$ +say + .. (5.2.0.8)

zatem, ko mozemy zapisa¢ w postaci:

0 0
ky = f(xi + p1h;yi + quikih) = f(xi, v4) +p1ha—£ + Q11/€1ha—§ + O(h?), (5.2.0.9)

gdzie O(h?) jest wyrazem wyzszego rzedu.

Po podstawieniu, otrzymujemy:

0 0
Yir1 = Yi + arhf(xi, yi) + achf (2, Y:) + a2p1h28—£ + G2Q11h28—£f($i, i) + O(h®). (5.2.0.10)
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Uporzadkujmy powyzszy wzor, w efekcie dostajemy:
_ of of 2 3
Yit1 = yi + hf(zi,yi)[ar + a2] + [%Plg + azpi1 a_yf(xiayi)]h + O(h?). (5.2.0.11)

Powyzsze wyrazenie powinno by¢ rownowazne z rozwinieciem funkcji w szereg Taylora:

of Of dy h?
i1 = Ui syih+ (2L 4 ZLEN 5.2.0.12
Yirr = yi + f(@i, i) Jr(&:z: aydx)2! ( )
stad wlasnie dochodzimy do podanych wczesniej relacji (5.2.0.4):
a1 + az = 1,
1
azpr = 5, (5.2.0.13)
1
a2q11 = 9

bazujac na powyzszych relacjach, mozemy wyprowadzi¢ wzory dla metod R-K drugiego rzedu:

e Metoda Heun’a.

Bazuje na zalozeniu: a; = 3, korzystajac z zaleznosci (5.2.0.13) a1 = 1/2, p1 = qi1 = 1,

1 1
Yit1 = Yi + (§k1 + ikz)h, (5.2.0.14)
k1= f(xi,vi), (5.2.0.15)

k2 = f(zi + hiyi + kih). (5.2.0.16)

e Metoda punktu srodkowego.
W tym przypadku as = 1, z zaleznoéci (5.2.0.13) wynika, ze a; =0, p1 = q11 = 1/2,

Yit1 = Yi + ka2h, (5.2.0.17)
kv = f(zi,9i), (5.2.0.18)
1 1
ke = f(wi + Shiyi + Skih). (5.2.0.19)

e Metoda Ralstona’a.
Gwarantuje najmniejszy mozliwy dla metod R-K TI-go rzedu btad odciecia, tutaj as = 2/3, a 7
zaleznosci (5.2.0.13) wynika, ze a1 = 1/3 p1 = ¢11 = 3/4,
1 2
Yi+1 = Yi + (glﬁ + gkz)h, (5.2.0.20)

3 3
ke = f(ai + Jhiyi + Jhih). (5.2.0.22)
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Metoda Rungego-Kutty III rzedu

W tej metodzie wzor na catkowanie rownania rézniczkowego przybiera nastepujaca postac:

Yit1 = Yi + %(lﬁ + 4ko + k3)h, (5.2.0.23)
k1 = f(xi,v:), (5.2.0.24)

ko = f(x; + %h; yi + %kih), (5.2.0.25)
ks = f(x; + h;y; — kih + 2kah). (5.2.0.26)

W tym przypadku blad aproksymacji jest rzedu E, ~ O(h*), a btad globalny wynosi E; ~ O(h?).

Metoda Rungego-Kutty IV rzedu

Metoda IV rzedu jest najbardziej popularna, zaréwno przez tatwos$¢ implementacji jak i przez zado-
walajace przyblizenie.
Wzor na catkowanie ma postac:

Yiy1 = Yi + %(kl + 2ky + 2ks + ka)h, (5.2.0.27)
ki = f(zi,yi), (5.2.0.28)

ko = f(z; + %h;yi + %klh), (5.2.0.29)

ks = f(x; + %h;yi + %kzh), (5.2.0.30)

ky = f(x; + h;y; + ksh), (5.2.0.31)

¢ = é(/ﬁ + 2kg + 2k3 + ka). (5.2.0.32)

Btad aproksymacji tej metody wynosi E, ~ O(h®), a btad globalny to E; ~ O(h*).

Metoda Rungego-Kutty V rzedu

W tej metodzie wzor na catkowanie ma postac:

1
Yit1 = Yi + %(’nﬁ + 32k3 + 12k4 + 32k5 + 7/{36)h (52033)
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5.3 Metody adaptacyjne

Dobry integrator powinien sprawowaé swego rodzaju kontrole nad wlasnym rozwojem, wprowadzajac
czeste zmiany rozmiaru wykonywanego kroku [15]. W miejscach gdzie najbardziej ciekawi nas struktura
réwnania powinni§my porusza¢ sie malymi krokami, aby dokladnie zbadaé¢ rozwiazanie. Za to w mniej
ciekawych okolicach, oczekujemy duzych krokéw.

5.3.1 Metoda podwojonego kroku

Dla metody Rungego-Kutty IV rzedu, najprostsza technika jest podwojenie kroku. W metodzie tej
kazdy z krokéw wykonujemy dwukrotnie. Za pierwszym razem jest to pelny krok, a za drugim sklada
sie on z dwoch krokéw polowkowych. Idea zostala przedstawiona na rysunku (5.1).

. .
e @ * big step
°
© > ®
& } two small steps
—_
X

Rysunek 5.1: Rysunek przedstawia metode podwojonego kroku [15].

Oznaczmy dokladne rozwiazanie dla rozwiniecia od = do a + 2h przez y(x + 2h) oraz dwa przybli-
zone rozwigzania przez y; - dla jednego kroku oraz ys dla dwoch krokéw o rozmiarze h. Biorac pod
uwage metode Runnego- Kutty IV rzedu, rozwiazania oraz przyblizenia sa ze soba powigzane przez
nastepujace zaleznosci:

y(x +2h) = y1 + (2h)°® + O(h®) + ... (5.3.1.1)
y(x + 2h) = y2 + 2(h°)® + O(h®) + ... (5.3.1.2)

Roéznica pomiedzy 12, a y1 jest wygodnym wskaznikiem btedu przyblizenia. Stanowi ja ponizszy
wzOr:

A=y — 1. (5.3.1.3)

Jest to zadowalajaca roznica, ktéra staramy sie zachowaé dla oczekiwanego stopnia doktadnosci,
aby to zapewnié¢ dostosowujemy odpowiednio h. Przy odpowiednich zalozeniach [15] rownania (5.3.1.1)
i (5.3.1.2) mozemy polaczy¢ w nastepujacy sposob:

A
y(x +2h) =y + Tt O(h®) (5.3.1.4)

Do piatego rzedu jest to do$¢ dokladne oszacowanie, niekoniecznie uzycie wyzszych rzedow da
nam lepsza dokladno$é przyblizenia. Ponadto metoda ta nie daje nam mozliwo$ci monitorowania
btedu przyblizenia. Dlatego uzycie jej przewaznie nie przyniesie nam szkod, ale nie mamy mozliwosci
bezposredniego dowiedzenia sie czy przyniosto nam to jakiekolwiek korzysci.



32 ROZDZIAL 5. METODY NUMERYCZNE

5.3.2 Metoda Rungego-Kutty Fehlberga

Alternatywnym algorytmem dostosowujacym rozmiar kroku jest algorytm bazujacy na metodach
Rungego-Kutty opracowany przez Fehlberga. Fehlberg odkryt metode pigtego rzedu z szeScioma funk-
cjami, w przypadku gdy inna kombinacja szeSciu funkcji daje nam metode czwartego rzedu. Roznica
pomiedzy tymi dwoma oszacowaniami moze by¢ zastosowana do oszacowania bledu, a w nastepstwie
do oszacowania kroku.

Ogolna formuta Rungego-Kutty V rzedu przedstawiona jest przez nastepujace wzory:

ki = hf(@n, yn), (5.3.2.1)
k2 = hf(wn + a2ha Yn + b21k71)7 (5322)
kg = hf($n + agh,yn + blel + ...+ b65k5); (5323)
Yn+1 = Yn + c1k1 + coka + c3ks + caks + csks + cokg + O(h), (5.3.2.4)

a rozwinieta metoda IV rzedu to:
y:1+1 = Yn + Cikl + C§k2 + C§k3 + CZ]C4 + Cgkg) + Cgk(; + O(h5) (5325)

W tym przypadku btad wynosi:
6

A=ypi1— y:;+1 = Z(Cl —c)k;. (5.3.2.6)

i=1

Konkretne wartosci wykorzystywanych statych prezentuje ponizsza tabela. Opracowane zostaly
przez Cash-Karp i sg one stosunkowo lepsze od tych pierwotnie podanych przez Fehlberga, poniewaz
pozwalaja na uzyskanie lepszego btedu przyblizenia.

7 a; bi; c; c;
1 37 2825
378 27648
9 % % 0 0
3 3 3 9 250 18575
10 40 10 621 48384
4 3 3 9 [ 125 13525
5 10 10 5 594 55296
11 5 70 35 - 277
o 1 T 2 a7 27 0 14336
6 7 1631 175 575 44275 253 512 1
8 55296 512 13824 110592 1096 1771 1
j= 1 2 3 4 5

Rysunek 5.2: Tabela przedstawia state Cash-Karp stosowane w metodach R-K [15].

Wiemy juz w przyblizeniu ile wynosi nasz btad. Musimy zastanowi¢ sie jak otrzymaé go tak,
aby miescit sie w pozadanych granicach. Relacje pomiedzy A, a h mozemy wyliczy¢ z nastepujacego
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rozumowania. Zgodnie ze wzorami na V i IV rzad R-K, A skaluje si¢ na h°. Dlatego jesli wezmiemy
hi i dostaniemy btad A; wowczas mozemy szacowaé hg jako:

ho = hy|—|* (5.3.2.7)

Powyzsze rownanie ma dwa zastosowania. Jesli A; jest wieksze od Ag to rownanie daje nam infor-
macje, aby zmniejszy¢ wielko$¢ 'nieudanego’ kroku przy jego ponownym wykonywaniu. W przypadku
kiedy A jest mniejsze od Ag, rownanie méwi nam, o ile mozemy bezpiecznie zwiekszy¢ rozmiar kroku
dla nastepnej iteracji. Lokalna ekstrapolacja polega na akceptacji rozmiaru piatego rzedu y,41 po-
mimo tego, ze oszacowanie bledu ma zastosowanie dla rzedu czwartego 7, ;.

Jesli Ay oszacujemy bezposrednio przez h, to wykladnik 0.20 nie jest poprawny. W przypadku
kiedy rozmiar kroku zostanie zmniejszony ze zbyt duzej wartosci, to nowa przewidywana wartos¢ hq
nie spelnia wymaganej doktadnosci. Rozwigzaniem problemu jest skalowanie zamiast na 0.20 = % to
na 0.25 = i. Wyktadniki 0.20 i 0.25 nie r6znia sie od siebie w znacznym stopniu, dlatego przyjmujemy,
ze jesli zwiekszamy rozmiar kroku, to uzywamy wyzszej wartosci wyktadnika, nie zastanawiajac sie nad
tym czy go potrzebujemy czy nie, a w przypadku zmniejszaniu wartosci kroku, stosujemy wyktadnik o
mniejszej wartosci. Poniewaz nasze oszacowania btedu nie sg zbyt dokladne, zaleca sie wprowadzenie
wspotczynnika bezpieczenstwa, speliajacego warunki S < 11 S >>> 0. Réwnanie 5.3.2.7 zostaje
zastapione przez empiryczny wzor [15]:

Shﬂ% |0'20, gdzier Z Al
0= Sh A(I) 0.25 : (5.3.2.8)
1|A—1| ,gdzieAg < Aq
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Rozdzial 6

Programowanie réwnolegte

6.1 Wprowadzenie

Oprogramowanie stuzace do szukania osobliwosci rozwigzan rownan rézniczkowych zostato stworzone
w oparciu o idee programowania réwnolegltego. Gloéwnym zamystem jest tworzenie oprogramowania w
taki sposob, aby poszczegolne obliczenia mogly by¢ realizowane przez oddzielne procesory rownocze-
$nie. W znacznym stopniu usprawnia to prace programu poprzez przyspieszenie jego dzialania. W tym
celu w oprogramowaniu zostala zaimplementowana biblioteka ‘pthread‘ [21]. Standard ten stuzy to
tworzenia, zarzadzania i usuwania watkoéw. Posiada on zabezpieczenia przed réwnoczesnym uzyciem
tego samego zasobu przez rozne watki tzw. mutexy. Do opracowania tego rozdzialu postuzyta ksigzka
Z. Weissa "Programowanie wspoibiezne i rozproszone w przykltadach i zadaniach"[16].

Podstawowym pojeciem z jakim powinni$my sie zapoznaé jest proces. Jak wiemy z wielu dziedzin
zycia proces jest to wykonywanie czynno$ci w ustalonej kolejnosci. W tym przypadku kolejnos$é ta
ustala nam algorytm. Niezbednymi narzedziami do wykonywania procesu sa pamie¢ operacyjna od-
powiadajaca za zapamietanie kodu oraz procesor, ktéry odpowiada za dokonywanie kolejnych zmian.
Proces moze by¢ zaréwno skoiniczony jak i nieskonczony. Kazdy z nas spotkatl sie kiedy$ z nieskoniczo-
nym procesem podczas nauki programowania, tworzac nieskonczong petle. Jak wiadomo nie jest to
efekt zamierzony, a raczej wynikajacy z btednej deklaracji warunkéw. Sa jednak sytuacje, w ktérych
chcemy uzyskaé taki wlasnie nieskoriczony proces. Idealnym przyktadem jest system operacyjny, od
ktorego wymagamy wrecz, aby nigdy nie korniczyt swojej pracy. Przechodzac do meritum, z proce-
sami wspoétbieznymi mamy do czynienia w przypadku, gdy jakis proces rozpoczat swoja prace, zanim
zakoniczyt ja uprzednio rozpoczety. Zauwazmy, ze nieskoriczony proces bedzie wspotbiezny z kazdym
procesem, ktory zostal uruchomiony po nim. Na naszym przykltadzie, system operacyjny jest wspot-
biezny z kazdym procesem uruchamianym przez uzytkownika.

Oprocz pojecia procesu, wprowadzamy pojecie watku (ang. thread). Réznica pomiedzy watkiem
a procesem polega na sposobie wykorzystania zasobé6w. W ramach jednego procesu moze byé¢ wyko-
nywanych wiele watkow i dziela one pamieé. Biorac pod uwage takie rozumowanie, proces nazwiemy
zadaniem, w ktérym wykonywany jest jeden watek. Uzycie watkéw pozwala nam na realizacje row-
noczesnie wielu zadan skierowanych do jednego taska. Watki dzielimy na synchroniczne, takie ktore
same przekazuja sobie sterowanie oraz asynchroniczne. Kiedy spotykamy sie z watkami asynchro-
nicznymi, potrzebujemy mechanizmu umozliwiajacego nam synchronizacje dziatania przy dostepie do
wspotdzielonych danych.

35
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6.2 Blokada i zaglodzenie

Procesy wykonywane w programowaniu wspétbieznym wymagaja wzajemnej synchronizacji lub musza
komunikowac sie ze soba. Przez ta wlasnos$¢, w niektorych przypadkach procesy beda wstrzymywane
przez oczekiwanie na informacje od innego procesu. O poprawnie dzialajacym programie wspotbiez-
nym moéwimy kiedy w kazdym z proceséw nastapito oczekiwane zdarzenie. Kiedy program dziata
niepoprawnie, moze wystapi¢ zjawisko blokady lub zaglodzenia.

e BLOKADA [16] Zjawisko blokady wystepuje w przypadku kiedy zbior proceséw utrzymuje sie
w stanie zatrzymania, z powodu oczekiwania na zdarzenie, ktére powinno byé¢ wykonane przez
jeden z proceséw nalezacych do tego zbioru. Jedli w programie wspétbieznym moze wystapic¢
blokada, nie znaczy to, ze wystapi ona za kazdym razem przy dzialaniu programu. Czasami
unikanie blokady jest bardzo kosztowne, dlatego decydujemy sie wtedy na pogodzenie z jej
istnieniem i uruchamianie mechanizméw, ktore o niej informuja oraz usuwaja ja.

e ZAGLODZENIE [16] Zjawisko zaglodzenia inaczej zwane zjawiskiem wykluczenia jest specy-
ficznym przypadkiem nieskoriczonego wstrzymania jakiego§ procesu. Zachodzi ono w sytuacji
kiedy wiele proceséw czeka na sygnal lub komunikat synchronizacyjny. Zagtodzony proces to
taki, ktéry pomimo tego, ze zdarzenie zostato wykonane juz jakas liczbe razy, to on nadal czeka.
Dzieje sie tak, poniewaz za kazdym razem zostal wybrany jakis inny proces. Problem zagtodzenia
wystepuje, gdy do ustalenia kolejnosci wykonywanych proceséw uzyjemy kolejki priorytetowe;j.
W przypadku kiedy o kolejnosci decyduje kolejka prosta, czyli procesy sa wznawiane w takiej
samej kolejnosci w jakiej zostaly zatrzymane, nie musimy sie martwi¢ o zaglodzenie ktéregos
z procesow. Zjawisko jest bardzo ciezkie do wykrycia, jednakze przewaznie godzimy sie z jego
istnieniem, poniewaz bierzemy pod uwage, ze dane zdarzenie za ktére odpowiada proces jest
naprawde mato prawdopodobne.

6.3 Klasyczne problemy wspétbieznosci

6.3.1 Problem producenta i konsumenta

Problem producenta i konsumenta [16] polega na synchronizacji dwoch proceséw. Pierwszy proces -
producent produkuje porcje informacji i przekazuje ja do drugiego procesu - konsumenta, ktoéry pobiera
informacje i konsumuje ja. W przypadku, kiedy w danym momencie producent nie moze przekazac
informacji do konsumenta, musi czekaé¢. Podobnie konsument czeka, kiedy nie moze w danym momencie
pobra¢ informacji. Zatozenie jest takie, ze porcje powinny by¢ konsumowane w takiej samej kolejnosci
w jakiej zostaly wyprodukowane.

Mozna rozwazaé¢ wiele wariantow tego problemu, najprostszym z nich zaktadam, ze producent
przekazuje informacje bezposrednio do konsumenta. Jednak najbardziej popularnym jest wariant, w
ktorym pomiedzy procesami istnieje n-elementowy bufor (taki, ze n>0). W tym przypadku, producent
wstawia porcje informacji do niepelnego bufora, a konsument pobiera informacje z niepustego bufora.
Trzeci rozwazany przypadek, to taki w ktorym bufor jest nieskoriczony, musimy wtedy zapewnié¢, aby
operacje konsumenta i producenta tak sie synchronizowaly, zeby wzajemnie wykluczaé¢ pobieranie i
wstawianie do tego samego elementu bufora w tym samym czasie.

Efektywno$¢ przyjetego rozwigzania jest $cisle powigzana z rozmiarem buforu i zalezna od czasu
produkcji i konsumpcji danych. Kiedy $redni czas produkecji jest dtuzszy od sredniego czasu konsump-
c¢ji, bufor moze okazaé¢ sie nieprzydany, poniewaz proces konsumpcji bedzie pracowal na biezaco. W
odwrotnym przypadku, gdy produkcja zachodzi szybciej od konsumpcji, bufor w pewnym momen-
cie okazuje sie by¢ za maty. Kiedy $rednie czasy produkcji i konsumpcji sa réwne, wielkosé¢ bufora
dobierana jest w zaleznosci od wariancji §rednich czaséw tych proceséow.
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Architektura kodu omawianego w czesci praktycznej mojej pracy zostala oparta na problemie
producenta i konsumenta.

6.3.2 Problem czytelnikéw i pisarzy/producent konsument

Problem ten jest abstrakcja problemu polegajacego na synchronizacji procesow, ktore korzystaja ze
wspolnej bazy danych [16]. Zatem czytelnicy oraz pisarze przynaleza do dwoch grup cyklicznych, ktore
konkuruja ze soba o dostep do czytelni. Kazdy z czytelnikoéw moze korzystac z czytelni, kiedy znajduje
sie w niej kto$ poza nim - inny proces czytelnik. U pisarzy sprawa nie jest, az tak prosta, poniewaz aby
korzystac¢ z czytelni potrzebuja catkowitej samotnosci. Proces czytelnik odpowiada za odczyt danych,
a proces pisarz za ich dodawanie. Ponadto zakladany, ze procesy sg skonczone. Reasumujac, dane z
bazy danych moga by¢ sczytywane przez wiele procesow jednoczes$nie, ale modyfikowaé je moze jeden
proces. Przedstawia sie trzy odrebne rozwigzania tego problemu, dwa z nich zaktadaja mozliwosé
zagtodzenia pisarzy lub czytelnikow.

e Rozwigzanie z mozliwoscia zaglodzenia pisarzy Jak zaklada problem, czytelnicy moga
wchodzié¢ do czytelni kiedy znajduja sie w niej inni przedstawiciele tej grupy spotecznej, jed-
nakze nie moga do niej wejé¢ kiedy znajduje sie w niej pisarz. Kiedy czytelnia zajeta jest przez
pisarza, czytelnicy czekaja, az stanie sie pusta. Podobnie pisarz, kiedy czytelnia jest zajeta przez
czytelnikow, musi zaczekaé¢ na wejscie. Rozwigzanie zaklada, ze czytelnicy moga na stale za-
wladnaé¢ czytelnia, przez co pisarze zostaja zaglodzeni, poniewaz nigdy nie doczekali sie pustej
czytelni.

e Rozwigzanie z mozliwoscia zaglodzenia czytelnikéw Uznajemy, ze jesli pisarze chca cos
napisa¢, nalezy daé¢ im taka mozliwo$¢. Nie ma sensu, aby czytelnicy czytali przestarzate in-
formacje. Pisarze ustawiaja sie w kolejce do wejscia, czekajac az czytelnia bedzie pusta. W
momencie kiedy taki pisarz czeka, zaden czytelnik nie moze wej$¢ juz do czytelni, poniewaz
chcemy, aby informacje byly jak najszybciej zaktualizowane. W momencie gdy czytelnia jest juz
pusta, zajmuja ja intensywnie pracujacy pisarze, w takiej sytuacji moze dojé¢ do zaglodzenia
czytelnikow, poniewaz wystarczy, ze jeden pisarz bedzie czekal w kolejce i juz wszyscy czytelnicy
maja zablokowany dostep do czytelni.

e Rozwigzanie poprawne Rozwiazanie zaklada, ze nie bedziemy zagtadzaé¢ zadnej z grup pro-
cesow. Zaréowno czytelnicy jak i pisarze wpuszczani sa do czytelni w kolejnosci zgloszen. Z uwagi
na to, ze czytelnicy moga przebywaé¢ w czytelni jednoczesnie, dlatego razem z czytelnikiem,
na ktorego przyszta kolej wpuszczani sa wszyscy inni czekajacy czytelnicy. Takie rozwiazanie
zapewnia nam optymalne dzialanie, w ktorym procesy nie zostana zagtodzone.

Ten wzorzec zostal uzyty w catkowaniu rownan rozniczkowych na ptaszczyznie zespolonej w pracy
[1], na ktorej sie opieram. Problem ten jest uzyteczny zawsze, gdy zadanie mozemy podzieli¢ na mate
porcje, ktore moga by¢ przetwarzane réwnolegle, a w naszym przypadku catkowanie réwnania wzdtuz
zadanej drogi stanowi taka niezalezna porcje.

6.3.3 Problem 5 filozofow

Problem pieciu filozofow jest sformulowany w nastepujacy sposéb [16]: Przy okraglym stole siedzi
pieciu filozofow. Kazdy z nich rozmyéla, jednak moze robi¢ to tylko jesli jest najedzony. Na §rodku
stotu lezy duzy talerz ze spaghetti, a przed kazdym z filozoféw pusty talerz i widelec po lewej i
prawej stronie. Kiedy ktorys z filozoféw zgtodnieje siega po oba widelce i je do syta. Takie zachowanie
sprawia, ze sasiadujacy mysliciel nie ma dostepu do dwéch widelcow, co jest warunkiem koniecznym
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do rozpoczecia spozywania positku. Problem ten nie ma odzwierciedlenia w rzeczywistosci jednak jest
on sSwietnym przyktadem do wyjasniania zjawiska blokady oraz zaglodzenia.

e Rozwiazanie z mozliwoscia blokady Kazdy z filozoféw postepuje wedtug tych samych zasad.
Jesli widelec po jego lewej stronie jest wolny, to podnosi go i czeka, az filozof po prawej stronie
skonczy positek, zeby podnies¢ widelec po prawej stronie i zaczac¢ jesé¢. Po skoriczonym positku
odklada oba widelce. W tym przypadku, tatwo o blokowanie wszystkich proceséw, poniewaz
jesli kazdy z filozoféw podniesie widelec po swojej lewej stronie i bedzie czekaé az drugi widelec
bedzie wolny, to wszyscy filozofowie pozostang w stanie oczekiwania.

e Rozwigzanie z mozliwoscia zaglodzenia Opisany we wczesniejszym przykltadzie sposob po-
stepowania filozofow mozna ulepszy¢ o zasade, ze filozof podnosi widelce tylko jesli oba sa wolne.
W tym przypadku moze sie okazac, ze sasiedzi ktéregos z mezczyzn beda zainteresowani gtownie
jedzeniem i nigdy nie nastapi moment, w ktorym zaden z nich nie je. W tym przypadku filozof
siedzacy pomiedzy nimi zostanie zaglodzony.

e Rozwigzanie poprawne Okazuje sie, ze filozofowie nie potrafia sami rozwiaza¢ problemu odzy-
wiania sie, jesli beda obstawac przy zalozeniu, ze kazdy z nich ma takie same prawo do positku.
Potrzebny jest im lokaj, ktory bedzie nadzorowal uczte. W momencie kiedy czterech filozofow
konkuruje o widelce, problem blokowania oraz zaglodzenia znika. Dlatego zadaniem lokaja jest
powstrzymywanie jednego z filozoféw do momentu, az pozostalta czworka skonczy positek.
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6.4 Prawo Amdahla

Prawo Amdahla [18] stosowane jest do oszacowania maksymalnego spodziewanego zwiekszenia wy-
dajnosci catkowitej programu, w przypadku jesli tylko jakas czesé tego programu zostata ulepszona.
Prawo to reprezentowane jest przez nastepujacy wzor:

T(n) 1
T(1) B+i1-B)

S(n) = (6.4.0.1)

gdzie n jest liczba watkow do wykonania, T'(n) czasem wykonania n watkow, a B jest proporcja
programu, ktéry moze zosta¢ poddany zréwnolegleniu. Prawo to zostalo przedstawione na wykresie
6.1. Widzimy, ze zwiekszenie liczby procesoréw w pewnym momencie nie ma juz wpltywu na zwiek-
szenie szybko$ci dzialania programu. Dzieje sie tak, poniewaz wzrost szybkosci dziatania programow
rownoleglych jest ograniczony przez sekwencyjny podzial programu.

Prawo Amdahla

20.00

18.00 procent przetwarzania +——
rdwnoleglego
50% 1
—_— 7%
14.00 — 0% 1

— 95%
12.00 /

10.00

16.00
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8.00
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0.00

- N o @ © o = @ @ o
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2048
4096
8192
16384
32788
65536

liczha procesordw

Rysunek 6.1: Wykres zaleznosci wzrostu szybkosci dziatania programu od przyrostu liczby procesorow
reprezentujacy prawo Amdahla [20].
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Rozdziat 7

Oprogramowanie

Jak wspominatam w czesci teoretycznej rozwiazywanie rownan rézniczkowych zwyczajnych za pomoca
funkcji elementarnych nie jest w praktyce mozliwe. Dlatego waznym zadaniem jest wybor odpowied-
nich metod, aby otrzymacé optymalne wyniki. Cze$¢ praktyczng mojej pracy stanowi rozwo]j oprogra-
mowania do szukania osobliwosci. Oprogramowanie postanowitam rozszerzy¢ o metody numeryczne
opisane w czeSci teoretycznej mojej pracy.

7.1 Opis dzialania oprogramowania

Szczegotowy opis oprogramowania, znajduje sie w publikacji [1], a kod zZrédlowy dostepny jest pod
adresem [24]. Sposob dziatania oprogramowania zostal przedstawiony na schemacie 7.1. Widzimy, ze
program zostatl zrownoleglony poprzez podziat obliczen na watki. Na poczatku wyznaczamy $ciezki, po
ktorych bedziemy poruszaé sie w procesie catkowania. W oprogramowaniu zostalty zaimplementowane
dwie wersje, w pierwszej poruszamy sie po prostej $ciezce, a w drugiej przyjmuje ona postac spirali. Sa
one tworzone w obiekcie SimplyConnectedDomain, po czym zostaja przekazane do procesu catkowania,
ktory wykonywany jest réwnolegle przez funkcje Mapper. W tym miejscu uzywamy opisywanych w
pracy metod numerycznych. Zastosowana jest bariera synchronizacyjna (poziome linie), za sprawa
ktérej wymuszamy pelne pobranie Sciezki, 48 po ktorej catkujemy przez konkretny watek. Wyniki
catkowania zapisywane sg w obiekcie DomainSolution, do ktérego dostep réowniez jest kontrolowany
przez bariere synchronizacyjna. Bariera zapewnia synchronizacje zapisu rozwiazania wzdtuz Sciezki w
calosci w kontenerze DomainSolution.

7.2 Metody numeryczne Rungego-Kutty

Pierwotna wersja oprogramowania posiadala zaimplementowana metode numeryczna Rungego-Kutty
IV rzedu. Zaimplementowanie metod nizszego oraz wyzszego rzedu miato da¢ nam informacje czy po-
czatkowo wybrana metoda byta rozwiazaniem optymalnym. Dzialanie programu zostalo przetestowane
na przyktadzie réwnania rézniczkowego zwyczajnego bedacego uogdlnieniem réwnania Lane-Emdena
wystepujacego w astrofizyce jako najprostszy model gwiazdy [22, 23]

d*u(x) n a du(z)
dx? r dx

Z literatury [22, 23] wiemy, ze dla n = 1, rozwigzanie analityczne (wok6t x = 0) tego rownania
rozwigzanie posiada trzy ruchome osobliwosci roztozone na plaszczyznie zespolonej w poblizu x = 0.

+ z"u(z)? = 0. (7.2.0.1)
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SimplyConnectedDomain |

[
get Path

| Mapper | | Mapper | | Mapper I | Mapper I

—

AN
DomainSolution

Rysunek 7.1: Schemat przedstawia réwnolegtos¢ metody.[1]

Wszystkie opracowane metody dziataja w podobny sposdéb. W funkcji main zostaja utworzone watki
odpowiadajace za catkowanie po $ciezkach.

thread_args[i] .mapper = new Mapper( new Equation(),
new Initializer(), new Domain ( xLeftUp, xRightDown ),
new fixedRK4Stepper( new Equation(), 1000.0, 0.000001, 0.0001 ) );

Funkcja fixedRK4Stepper, odpowiada za catkowanie numeryczne i zwraca nam warto$é¢ true je-
§li krok jest dobry lub false w przeciwnym razie. Przyjmuje zmienne odpowiadajace za deklaracje
rOéwnania, warto$¢ maksymalna, w ktorej calkowanie zostanie zatrzymane, czyli znaleziona zostanie
oczekiwana osobliwo$¢, oraz wartosci hmin i hmax. Dba o to, aby rozmiar kroku byt odpowiedni, to
znaczy nie wiekszy od ustalonego hmax i nie mniejszy od hmin.

7.2.1 Metody Rungego-Kutty II rzedu
Metoda Heun’a

W metodzie Heun’a obliczenia numeryczne znajduja sie w funkcji RK2, ktora na wejscie przyjmuje
wartosci: cmplx x, cvector y, cmplx h. Wartosé cmplx x okresla punkt poczatkowy, cmplx y poczatkowa
wartos¢ rozwiazania, a cmplx h jest rozmiarem kroku. Funkcja zwraca nam wektor ytmp, bedacy
rozwiazaniami catkowania. Wykonane obliczenia sa zgodne z opisanymi w czesci teoretycznej.

cvector rk2h::RK2( cmplx x, cvector y, cmplx h){
assert( y.size() == eqg->getRank() + 1);
cvector k1( eq->getRank() + 1 );
cvector k2( eq->getRank() + 1 );
cmplx xtmp;
cvector ytmp( eq->getRank() + 1 );

k1l = eq->derivs( x, y );

for( int i = 1; i < eg->getRank() + 1; i++ ){
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xtmp = x + h;
ytmp[i]l = y[i] + h * k1[i];
k2 = eq->derivs( xtmp, ytmp );
for( int i = 1; i < eg->getRank() + 1; i++ ){

ytmp[il = y[i] + h * ( k1[i]/2.0 + k2[i]1/2.0);
}

return( ytmp );
s

Metoda punktu srodkowego
Metoda dziata analogicznie do metody Rungego-Kuty 2 rzedu Heun’a.

cvector rk2ps::RK2p( cmplx x, cvector y, cmplx h){
assert( y.size() == eqg->getRank() + 1);

cvector k1( eq->getRank() + 1 );
cvector k2( eq->getRank() + 1 );

cmplx xtmp;
cvector ytmp( eq->getRank() + 1 );

k1l = eq->derivs( x, y );

for( int i = 1; i < eg->getRank() + 1; i++ ){
xtmp = x + h *x 0.5;
ytmp[i] = y[i] + 0.5 * h * k1[i];

k2 = eq->derivs( xtmp, ytmp );

for( int i = 1; i < eq->getRank() + 1; i++ ){

ytmp[i]l = y[i] + h * k2[i];
}

return( ytmp );
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Metoda Ralstona

Metoda ta réwniez dziata na tej samej zasadzie co wczesniej opisane metody.
cvector rk2r::RK2ra( cmplx x, cvector y, cmplx h){
assert( y.size() == eq->getRank() + 1);

cvector k1( eq->getRank() + 1 );
cvector k2( eq->getRank() + 1 );

cmplx xtmp;
cvector ytmp( eq->getRank() + 1 );

k1l = eq->derivs( x, y );
for( int i = 1; i < eg->getRank() + 1; i++ ){

xtmp = x + h * 3.0/4.0;
ytmp[i] = y[i] + 3.0/4.0 * h * k1[i];

k2 = eq->derivs( xtmp, ytmp );

for( int i = 1; i < eq->getRank() + 1; i++ ){
ytmp[i]l = y[i] + h * (k1[i]1/3.0 + 2.0/3.0 * k2[i]);
}

return( ytmp );
s

7.2.2 Metoda Rungego-Kutty III rzedu

Metoda trzeciego rzedu dziata podobnie do metod rzedu drugiego, w tym przypadku zwieksza sie liczba
obliczen, poniewaz jak wynika ze wzoru wystepuje tu dodatkowo poza zmiennymi k1 i k2, zmienna
k3.

cvector fixedRK3Stepper::RK3( cmplx x, cvector y, cmplx h){
assert( y.size() == eg->getRank() + 1);

cvector k1( eq->getRank() + 1 );
cvector k2( eq->getRank() + 1 );
cvector k3( eq->getRank() + 1 );

cmplx xtmp;
cvector ytmp( eq->getRank() + 1 );

k1l = eq->derivs( x, y );
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for( int i = 1; i < eg->getRank() + 1; i++ ){
xtmp = x + 0.5 % h;
ytmp[i] = y[i] + 0.5 * h * k1[i];
k2 = eq->derivs( xtmp, ytmp );
for( int i = 1; i < eq->getRank() + 1; i++ ){
xtmp = x + h;
ytmp[i] = y[i] -k1[il*h + 2.0 * h * k2[i];
k3 = eq->derivs( xtmp, ytmp );
for( int i = 1; i < eq->getRank() + 1; i++ ){

ytmp[i]l = y[i]l + h * ( k1[i] + 4.0 * k2[i] + k3[i]) / 6.0;
}

return( ytmp );
s

7.2.3 Metoda Rungego-Kutty IV rzedu

W tej metodzie réwniez obliczenia sa analogiczne do metod poprzednich.

cvector fixedRK4Stepper::RK4( cmplx x, cvector y, cmplx h){

assert( y.size() == eq->getRank() + 1);

cvector k1( eq->getRank() + 1 );
cvector k2( eq->getRank() + 1 );
cvector k3( eq->getRank() + 1 );
cvector k4( eq->getRank() + 1 );
cmplx xtmp;

cvector ytmp( eq->getRank() + 1 );

k1 = eq->derivs( x, y );
for( int i = 1; i < eq->getRank() + 1; i++ ){
xtmp = x + 0.5 % h;

ytmp[i] = y[i] + 0.5 * h * k1[i];
}

k2 = eq->derivs( xtmp, ytmp );

for( int i = 1; i < eg->getRank() + 1; i++ ){
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xtmp = x + 0.5 * h;
ytmp[i]l = y[i]l + 0.5 * h * k2[i];

k3 = eq->derivs( xtmp, ytmp );

for( int i = 1; i < eg->getRank() + 1; i++ ){
xtmp = x + h;
ytmp[i]l = y[i] + h * k3[i];

k4 = eq->derivs( xtmp, ytmp );
for( int i = 1; i < eq->getRank() + 1; i++ ){

ytmp[i] = y[i] + h * ( k1[i] + 2.0 * k2[i] + 2.0 * k3[i] + k4[i] ) / 6.0;
}

return( ytmp );
s

7.2.4 Metoda Rungego-Kutty V rzedu

W metodzie tej wykorzystane jest najwiecej obliczen. Przewidujemy, ze znacznie wydtuzy nam to czas
dziatania, ale da najbardziej doktadne przyblizenie.

cvector fixedRK5Stepper: :RK5( cmplx x, cvector y, cmplx h){
assert( y.size() == eq->getRank() + 1);

cvector k1( eq->getRank() + 1 );
cvector k2( eq->getRank() + 1 );
cvector k3( eq->getRank() + 1 );
cvector k4( eq->getRank() + 1 );
cvector k5( eq->getRank() + 1 );
cvector k6( eq->getRank() + 1 );

cmplx xtmp;
cvector ytmp( eq->getRank() + 1 );

k1l = eq->derivs( x, y );
for( int i = 1; i < eg->getRank() + 1; i++ ){

xtmp = x + 0.5 * h;
ytmp[i] = y[i] + 0.5 * h * k1[i];

k2 = eq->derivs( xtmp, ytmp );
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for( int i = 1; i < eg->getRank() + 1; i++ ){
xtmp = x + 0.5 % h;
ytmp[i] = y[i] + h * k1[i]/4.0 + h * k2[i]/4.0;

k3 = eq->derivs( xtmp, ytmp );

for( int i = 1; i < eq->getRank() + 1; i++ ){
xtmp = x + h;
ytmp[i] = y[i] - h * k2[i] + h * 2.0 * k3[i];

k4 = eq->derivs( xtmp, ytmp );

for(int i=1; i < eq->getRank() + 1; i++){
Xtmp = x + 2.0/3.0 * h;
ytmp[i] = y[i] + 7.0/27.0 * h % k1[i]
+ 10.0/27.0 * h * k2[i] + 1.0/27.0 * h * k4[i];

k5 = eq->derivs( xtmp, ytmp);

for(int i=1; i < eqg->getRank() + 1; i++){
xtmp = x + 1.0/5.0 * h;
ytmp[i] = y[i] + 28.0/625.0 * h % k1[i] - 1.0/5.0 * h * k2[i]
+ 546.0/625.0 * h * k3[i] + 54.0/625.0 * h * k4[i]
- 378.0/625.0 * h *x k5[i];

k6 = eq->derivs(xtmp, ytmp);

for( int i = 1; i < eg->getRank() + 1; i++ ){
ytmp[i]l = y[i] + h * ( 1.0/24.0 * k1[i]
+ 5.0/48.0 * k4[i] + 27.0/56.0 * k5[i]
+ 125.0/336.0 * k6[i] );

}

return( ytmp );
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7.2.5 Metoda podwojonego kroku

Krok catkowania w metodzie jest liczony na biezaco, przed obliczeniem kolejnych wartosci ytmp. Jesli
delta jest rézna od deltamax, to krok calkowania wynosi h. W przypadku kiedy delta jest rowna
deltamax, czyli wartos¢ jest bliska zeru, to krok z ktorym sie poruszamy jest podwajany.

cvector doublestep::RKds( cmplx x, cvector y, cmplx h) {
assert( y.size() == eq->getRank() + 1);

cvector k1( eq->getRank() ;
cvector k2( eq->getRank() ;
cvector k3( eq->getRank()

cvector k4( eq->getRank()

2

2

+ + + 4+
e

)
)’
)
)

cmplx xtmp;
cvector ytmp( eq->getRank() + 1 );

cmplx delta = (0.0,0.0);
cmplx deltamax=(0.0,0.0);

for( int i = 1; i < eq->getRank() + 1; i++ ){
if(delta != deltamax){
k1l = eq->derivs( x, y );
xtmp = x + 0.5 % h;
ytmp[i] = y[i] + 0.5 * h * k1[i];

k2 = eq->derivs( xtmp, ytmp );

xtmp = x + 0.5 % h;

ytmp[i]l = y[i] + 0.5 * h * k2[i];

k3 = eq->derivs( xtmp, ytmp );

xtmp = x + h;

ytmp[i]l = y[i] + h * k3[i];

k4 = eq->derivs( xtmp, ytmp );

ytmp[i] = y[i] + h * ( k1[i] + 2.0 * k2[i] + 2.0 * k3[i] + k4[i] ) / 6.0;
Yelse{

h=hx%2.0;

k1l = eq->derivs( x, y );

xtmp = x + 0.5 % h;
ytmp[i]l = y[i]l + 0.5 * h * k1[i];

k2 = eq->derivs( xtmp, ytmp );

xtmp = x + 0.5 *h;
ytmp[i] = y[i] + 0.5 xh * k2[i];
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k3 = eq->derivs( xtmp, ytmp );

xtmp = x + h;
ytmp[i] = y[i] + h * k3[i];

k4 = eq->derivs( xtmp, ytmp );

ytmp[i] = y[i] + h % ( k1[i] + 2.0 * k2[i] + 2.0 * k3[i] + k4[i] ) / 6.0;
}

delta =ytmp[il-ytmp[i-1];
}

return( ytmp );
s



52 ROZDZIAL 7. OPROGRAMOWANIE

7.3 Wyniki

7.3.1 Czas dzialania

Poréwnujac zaimplementowane metody chcielibySmy dowiedzie¢ sie, ktéra z nich jest optymalna.
Pierwszym kryterium wyboru jest poréwnanie czasu dziatania poszczegélnych metod. W kodzie wyko-
rzystalam funkcje clock() z biblioteki time.h, odpowiadajaca za pobieranie czasu systemowego. Zostato
to zrealizowane w nastepujacy sposob:

#include <ctime>

//pobieramy czas poczgtkowy
clock_t begin = clock();

for(int i=0; i<NUM_THREADS; ++i ){
thread_args[i] .mapper = new Mapper( new Equation(),
new Initializer(), new Domain ( xLeftUp, xRightDown ),
new fixedRK4Stepper( new Equation(), 1000.0, 0.000001, 0.0001 ) );

thread_args[i] .paths = & paths;

thread_args[i] .domainSolution = & domainSolution;
thread_args[i] .mutexRead = mutexReadTmp;
thread_args[i] .mutexWrite = mutexWriteTmp;
thread_args[i].threadNr = i;

cout << "MAIN :: creating thread " << i << endl;

retCode = pthread_create(&threads[i], NULL, TaskCode, (void *) &thread_args[i]);
assert (0 == retCode);

}

for(int i=0; i<NUM_THREADS; ++i){
retCode = pthread_join(threads[i], NULL);
delete thread_args[i].mapper;
cout << "MAIN :: join of thread " << i << endl;
assert (0 == retCode);
}
//pobieramy czas koficowy oraz wyliczamy czas dziatania metody
clock_t end = clock();
double elapsed_secs = double(end - begin) / CLOCKS_PER_SEC;

cout << "Czas dziatania metody:" << elapsed_secs;

Wyniki pomiaru czaséw dziatania poszczegdlnych metod prezentuje tabela (7.2). We wszystkich
metodach zastosowali$my takie same dane poczatkowe (hmin=0.000001, hmax=0.0001), aby otrzy-
mane wyniki daty nam obiektywne poréwnanie czaséw dzialania metod:
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Nazwa metody Heun’a | Punktu Ralstona | RK3 RK4 RK5 Podwojonego
srodkowego kroku
Cras dziatania [s] | 178.581 | 178.015 183.177 | 250.068 | 306.894 | 480.593 | 469.452

Rysunek 7.2: Tabela zawiera zestawienie czaséw dzialania poszczegolnych metod.

Tak jak sie spodziewalismy, metody nizszych rzedéw ze wzgledu na mniejsza liczbe obliczen dzialaja

szybciej.
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7.3.2 Wykresy

Przy odpowiednio matym kroku catkowania kazda z metod zadziatata poprawnie, pokazujac, ze réwna-
nie posiada trzy osobliwosci i wykresy sa na pozér identyczne. Jednak w przypadku kiedy zastosujemy
duzy rozmiar kroku, oszacowania numeryczne dla metod nizszych rzedow okazuja sie by¢ niedoktadne,
a w krytycznych przypadkach nie odszukamy osobliwosci. Ponizej zamieszczam zestawienie wykresow.

(8)

Rysunek 7.3: Zestawienie wykresow dla poszczegdlnych metod przy doborze wartosci poczatkowych
hmin=0.000001, hmax=0.0001. Na rysunku (a) Metoda Rungego-Kutty 2 rzedu Heun’a, (b) Metoda
Rungego-Kutty 2 rzedu punktu srodkowego, (c¢) Metoda Rungego-Kutty 2 rzedu Ralstona, (d) Metoda
Rungego-Kutty 3 rzedu, (e) Metoda Rungego-Kutty 4 rzedu, (f) Metoda Rungego-Kutty 5 rzedu, (g)
Metoda podwojonego kroku.
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Rysunek 7.4: Zestawienie wykreséow dla poszczegélnych metod dla wartosci poczatkowych hmin—=0.001
hmax—0.01. Na rysunku (a) Metoda Rungego-Kutty 2 rzedu Heun’a, (b) Metoda Rungego-Kutty 2
rzedu punktu srodkowego, (c) Metoda Rungego-Kutty 2 rzedu Ralstona, (d) Metoda Rungego-Kutty
3 rzedu, (e) Metoda Rungego-Kutty 5 rzedu, (f) Metoda podwojonego kroku.
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Rozdziat 8

Podsumowanie

W pracy zostata opisana teoria osobliwo$ci nieliniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych, a takze
metody numeryczne catkowania takich rownan na ptaszczyznie zespolonej. Wybrane metody zostaty
zaimplementowane w kodzie opisanym w czesci praktycznej.

Okazuje sie, ze przy dobrym doborze rozmiaru kroku, czyli przy wyborze malego kroku, rezultaty
sa bardzo podobne. Wszystkie metody pozwolity nam na odszukanie osobliwosci, a zatem wszystkie
dziataja poprawnie. Mozemy wyciagna¢ wniosek, ze w takim przypadku nie mamy potrzeby uzywania
metod wyzszych rzedow niz drugiego, aczkolwiek nie jest to najbardziej wydajne rozwigzanie. Okazuje
sie, ze metody niskich rzedow przy uzyciu wiekszego rozmiaru kroku zawodza i daja nam wyniki, ktore
bardzo odbiegaja od rzeczywistosci.
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