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SPIS TRE�CI 5

Abstrakt

Równania ró»ni
zkowe zwy
zajne posiadaj¡ osobliwo±
i dwó
h typów. Równania liniowe posiadaj¡ je-

dynie osobliwo±
i ustalone, które s¡ osobliwo±
iami wspóª
zynników w równaniu. Równania nieliniowe

posiadaj¡ dodatkowo osobliwo±
i ru
home, które s¡ osobliwo±
iami rozwi¡za«. W pra
y zostaªy omó-

wione oba typy osobliwo±
i i metody i
h analizy, a tak»e opis metod Rungego-Kutty I-V rz�du, metod

adapta
yjny
h polegaj¡
y
h na zmianie rozmiaru kroku 
aªkowania oraz zagadnie« programowania

równolegªego. Metody te zostaªy doª¡
zone do oprogramowania szukaj¡
ego osobliwo±
i ru
homy
h

na pªasz
zy¹nie zespolonej. Implementa
ja zostaªa wykonana w j�zyku C++.

Abstra
t

Ordinary di�erential equations have singularities of two types. Linear equations have only �xed sin-

gularities, whi
h are singularities of the 
oe�
ients of the equation. Nonlinear equations, in addition,

have also movable singularities, whi
h are singularities of the solutions. In the thesis both types of

singularities and methods of their analysis were outlined, as well as, the des
ription of the Runge-

Kutta I-V rank methods, adaptive methods that 
hange the step size, and parallel programming were

presented. These methods were in
luded in the software that sear
h for movable singularities in the


omplex plane. Implementation was done in C++ language.
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Rozdziaª 1

Wstep

Wi�kszo±¢ pro
esów �zy
zny
h jest opisana ró»nego rodzaju równaniami ró»ni
zkowymi. Najlepszym

przykªadem ukªadu równa« ró»ni
zkowy
h zwy
zajny
h drugiego rz�du s¡ równania ru
hu Newtona.

Rozwi¡zanie nawet najprostszy
h równa« ró»ni
zkowy
h zwy
zajny
h mo»e stanowi¢ problem,

gdy» wyst�puj¡
e 
aªki mog¡ nie wyra»a¢ si� przez funk
je elementarne. Równania liniowe drugiego

rz�du posiadaj¡ najogólniejsze rozwi¡zania w posta
i szeregów pot�gowy
h, który
h promienie zbie»-

no±
i na pªasz
zy¹nie zespolonej zadane s¡ przez osobliwo±
i wspóª
zynników równa«, tzw. ustalone

osobliwo±
i (ang. �xed singularities). Konstruk
je taki
h rozwi¡za« podaje Twierdzenie Frobeniusa

(omówione w rozdziale 4.4.2). Osobliwo±
i te mog¡ by¢ trze
h typów:

• bieguny

• punkty rozgaª�zienia

• punkty istotnie osobliwe

W przypadku nieliniowy
h równa« ró»ni
zkowy
h zwy
zajny
h sytua
ja jest jesz
ze bardziej skom-

plikowana, gdy» opró
z osobliwo±
i wspóª
zynników równania pojawia si� nowy typ osobliwo±
i nazy-

wany osobliwo±
iami ru
homymi (ang. movable singularities). I
h poªo»enie na pªasz
zy¹nie zespolonej

mo»emy okre±li¢ analizuj¡
 rozwi¡zanie, które musimy zna¢ w sko«
zonej formie (tzn. nie w posta
i

szeregu pot�gowego). Nazwa 'ru
home' po
hodzi od faktu, i» poªo»enie ty
h osobliwo±
i zmienia si�,

gdy zmieniane s¡ dane po
z¡tkowe oraz parametry równania.

Jedno z podej±¢ do problemu rozwi¡zania nieliniowy
h równa« ró»ni
zkowy
h zwy
zajny
h zapre-

zentowane zostaªo przez Paula Painlevé - wsze
hstronnego matematyka fran
uskiego i dwukrotnego

ministra (4.3.2). Zgodnie z tym podej±
iem rozwi¡zanie powinno by¢ (jednowarto±
iow¡) funk
j¡, a do-

datkowo powinna to by¢ sko«
zona funk
ja (nie niesko«
zony szereg). Zatem rozpatruj¡
 rozwi¡zanie

na pªasz
zy¹nie zespolonej nale»y wiedzie¢ jakiego typu osobliwo±
i wyst�puj¡, »eby w razie potrzeby

wykona¢ uniformiza
j� - z 'funk
ji wielowarto±
iowej' zrobi¢ prawdziw¡ funk
j� jednowarto±
iow¡.

Mo»emy to zrobi¢ na dwa mo»liwe sposoby:

• wykona¢ 
i�
ia dla punktów rozgaª�zie« i usun¡¢ istotne osobliwo±
i [12℄;

• zde�niowa¢ powierz
hni� Riemanna [12℄ b�d¡
¡ zbiorem warto±
i dla rozwi¡zania;

Dzi�ki takiemu zabiegowi otrzymujemy prawdziw¡ funk
j�.

Kolejnym elementem de�ni
ji rozwi¡za« przez P. Painlevé jest zde�niowanie nowy
h funk
ji spe-


jalny
h dla równa«, które nie maj¡ rozwi¡za« wyra»any
h przez znane nam funk
je lub rozwi¡zania

wyra»aj¡ si� w posta
i niesko«
zonego szeregu pot�gowego. Jest to podej±
ie ró»ne od popularnego

7
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podej±
ia Cau
hy'ego, gdzie istotn¡ rol� gra lokalne rozwi¡zanie naj
z�±
iej w posta
i szeregu po-

t�gowego. Podej±
ie Painlevé jest podej±
iem globalnym. Sytua
j� mo»emy zilustrowa¢ nast�puj¡
o:

gdyby±my nie zde�niowali funk
ji �spe
jalny
h� sin i cos to wów
zas rozwi¡zanie równania os
yla-

tora harmoni
znego wyra»one byªoby przez niesko«
zone szeregi, b�d¡
e wªa±nie szeregami zbie»nymi

do wspomniany
h funk
ji (przy zaªo»eniu, »e nie u»ywamy exp z wykªadnikiem zespolonym, która

równie» jest funk
j¡ spe
jaln¡ zde�niowan¡ przez równanie ró»ni
zkowe zwy
zajne).

Wedªug Painlevé, najlepiej za
howuj¡
e si� równania, które posiadaj¡ ru
home osobliwo±
i w po-

sta
i biegunów, gdy» wów
zas nie musimy wykonywa¢ uniformiza
ji, a rozwi¡zanie jest funk
j¡ mero-

mor�
zn¡ [2℄. Taka wªasno±¢ nazywa si� wªasno±
i¡ Painlevé. Autor tej wªasno±
i rozpo
z¡ª analiz�

równa« ró»ni
zkowy
h de�niuj¡
e najwy»sz¡ po
hodn¡ jako wyra»enie wymierne ni»szy
h po
hodny
h

(dokªadny opis zostanie zaprezentowany poni»ej) i odkryª nast�puj¡
e klasy:

• równania I rz�du - równanie Ri
attiego oraz Weierstrassa

• równania II rz�du - 53 kanoni
zne równania z który
h 47 jest 
aªkowalne przy pomo
y znany
h

funk
ji, a 6 de�niuje nowe funk
je trans
endentalne Painlevé;

Obe
nie klasy�kowane s¡ równania w posta
i wymiernej IV rz�du. Te równania s¡ w rze
zywisto±
i

klasami równowa»no±
i równa«, które ró»ni¡ si� od siebie transforma
j¡ Möbiusa z holomor�
znymi

wspóª
zynnikami, gdy» taka transforma
ja nie zmienia 
harakteru osobliwo±
i.

W tym podej±
iu bardzo istotne jest poªo»enie i typ osobliwo±
i, aby tak¡ uniformiza
j� wykona¢.

Niestety obe
ne metody anality
zne nie pozwalaj¡ na ogóln¡ analiz� poªo»enia i typu ru
homy
h

osobliwo±
i. Analiza ty
h 
e
h przebiega od równania do równania, a metody opra
owane dla jednego

równania nie zawsze daj¡ si� zastosowa¢ do inny
h równa«. Dlatego tak wa»ne jest opra
owanie metod

numery
zny
h, które pozwalaj¡ znale¹¢ poªo»enie ru
homy
h osobliwo±
i rozwi¡za« na pªasz
zy¹nie

zespolonej, a dodatkowo pokaza¢ i
h 
harakter. Takie informa
je 
z�sto pozwalaj¡ odgadn¡¢ wªa±
iw¡

metod� anality
zn¡, umo»liwiaj¡
¡ opisanie osobliwo±
i w zadowalaj¡
y sposób.



Rozdziaª 2

Cel, zakres pra
y i metodyka

Celem pra
y jest rozwój oprogramowania do analizy rozwi¡za« równa« ró»ni
zkowy
h zwy
zajny
h

na pªasz
zy¹nie zespolonej opisany w [1℄. Oprogramowanie to mo»e by¢ u»yte do analizy nieznany
h

równa« i wizualiza
ji znany
h rozwi¡za«.

Pra
a skªada si� z dwó
h 
z�±
i. Cz�±¢ teorety
zna opisuje w sz
zegóªa
h Twierdzenie Frobeniusa

o rozwi¡zywaniu liniowy
h równa« ró»ni
zkowy
h zwy
zajny
h, a nast�pnie problemy zwi¡zane z po-

jawieniem si� ru
homy
h osobliwo±
i równa« nieliniowy
h. Nast�pnie opisane s¡ metody numery
zne


aªkowania równa« ró»ni
zkowy
h. Te wiadomo±
i zostaªy wykorzystane w 
z�±
i drugiej do wzboga-


enia programu z pra
y [1℄ o nowe metody 
aªkowania.

Pra
a w gªównej mierze opisuje rozwi¡zania programisty
zne napisane w j�zyku C/C++. Zasto-

sowano programowanie równolegªe w 
elu przy±pieszenia analizy rozwi¡za«.

9
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Cz�±¢ I

Cz�±¢ teorety
zna
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Rozdziaª 3

Szereg Laurenta

Niektóry
h funk
ji nie da si� rozwin¡¢ w szereg Taylora, w taki
h wªa±nie przypadka
h z pomo
¡ przy-


hodzi nam rozwini�
ie w szereg Laurenta. Zostaªo ono opublikowane w roku 1843 przez fran
uskiego

matematyka Pierre Alphonse Laurenta, od którego nazwiska po
hodzi nazwa szeregu. Spe
y�ka roz-

wini�
ia polega na tym, »e posiada ono skªadniki o wykªadniku ujemnym. Szeregi te wykorzystujemy

do klasy�ka
ji ru
homy
h osobliwo±
i przedstawiony
h w rozdziale 4. De�ni
je, z który
h korzystamy

zostaªy za
zerpni�te z [13℄.

Spójrzmy na poni»sze szeregi:

∞
∑

n=0

cn(z − z0)
n i

∞
∑

n=1

c−n(z − z0)
−n. (3.0.0.1)

Pierwszy z ni
h jest zbie»ny w kole K(z0, R), gdzie R = 1

limsupn→∞

n

√
|cn|

, za± drugi jest zbie»ny na

zewn¡trz koªa K(z0, r) = {xǫC : |z = z0| > r}, gdzie r = limsup
n→∞ n

√
|C−n|

.

De�ni
ja 1 Szeregiem Laurenta o ±rodku w punk
ie z0 nazywamy sum� szeregów zde�niowany
h w

(3.0.0.1) oraz zapisujemy jako:

∞
∑

n=−∞

cn(z − z0)
n

(3.0.0.2)

De�ni
ja 2 Szereg Laurenta jest zbie»ny, wtedy gdy ka»dy z szeregów (3.0.0.1) jest zbie»ny .

Z powy»szej de�ni
ji wynika, »e szereg Laurenta jest zbie»ny w pier±
ieniu koªowym b�d¡
ym


z�±
i¡ wspóln¡ obszarów zbie»no±
i skªadników sumy szeregu Laurenta.

13
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Rozdziaª 4

Równania ró»ni
zkowe zwy
zajne

4.1 De�ni
ja równa« ró»ni
zkowy
h zwy
zajny
h

Podrozdziaª zostaª opra
owany na podstawie ksi¡»ki [3℄. Stanowi wprowadzenie do metody rozwi¡zy-

wania liniowy
h równa« ró»ni
zkowy
h zwy
zajny
h metod¡ Frobeniusa. Zawiera podstawowe de�ni
je

równa« ró»ni
zkowy
h zwy
zajny
h liniowy
h oraz przykªady i
h zastosowa« w �zy
e.

4.1.1 Równania ró»ni
zkowe zwy
zajne pierwszego rz�du

De�ni
ja 3 Równaniem ró»ni
zkowym zwy
zajnym rz�du n nazywamy równanie w posta
i:

F (t, x, ẋ, ẍ, ..., x(n)) = 0. (4.1.1.1)

Gdzie t jest zmienn¡ niezale»n¡, a x jest zmienn¡ zale»n¡. Funk
j� F oraz zmienn¡ zale»n¡ x(t)
traktujemy jako funk
je wektorowe o warto±
ia
h w przestrzeni R

m
. Funk
je ϕ(t) 
o najmniej klasy

Cn
, podstawion¡ odpowiednio do równania za x, w miejs
e ẋ - ϕ′

, a w miejs
e x(n)
- ϕ(n), zmieniaj¡
¡

równanie w to»samo±¢, nazywamy rozwi¡zaniem równania (4.1.1.1).

De�ni
ja 4 Wykres funk
ji ϕ(t) w przestrzeni R
m+1

zmienny
h (t, x) nazywany jest krzyw¡ 
aªkow¡

równania (4.1.1.1).

W prakty
e nie posªugujemy si� równaniami ró»ni
zkowymi w posta
i (4.1.1.1), poniewa» jest to

do±¢ niewygodne. Zakªadaj¡
, »e najwy»sza po
hodna x(n)
w sposób nietrywialny w
hodzi do funk
ji

F , to z reguªy speªnione s¡ zaªo»enia twierdzenia o funk
ji uwikªanej, a równanie (4.1.1.1) mo»emy

rozwikªa¢ wzgl�dem najwy»szej po
hodnej:

x(n)(t) = f(t, x, ẋ, ..., x(n− 1)). (4.1.1.2)

Równanie n-tego rz�du w powy»szej posta
i (4.1.1.2) mo»emy z ªatwo±
i¡ sprowadzi¢ do posta
i

równania pierwszego rz�du. W tym 
elu wprowadzamy nast�puj¡
e ozna
zenia:

x0(t) = x(t), x1(t) = ẋ(t), ..., xn−1(t) = x(n−1)(t). (4.1.1.3)

Z ty
h zmienny
h utworzymy wektor:

15
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x̄(t) =











x0(t)
x1(t)
.

.

.

xn−1(t)











. (4.1.1.4)

Wów
zas równanie (4.1.1.2) mo»emy przedstawi¢ w posta
i równania pierwszego rz�du:

˙̄x = g(t, x̄), (4.1.1.5)

gdzie g(t, x̄) jest wektorem

x̄(t) =











x1(t)
x2(t)
.

.

.

f(t, x0, x1, ..., xn−1)











. (4.1.1.6)

Nas interesowa¢ b�d¡ równania pierwszego rz�du w posta
i:

ẋ = f(t, x). (4.1.1.7)

4.1.2 Równania ró»ni
zkowe zwy
zajne drugiego rz�du

Wiele zagadnie« �zyki opisywany
h jest przez równania ró»ni
zkowe liniowe zwy
zajne drugiego rz�du.

Przyjmuj¡ one nast�puj¡
¡ posta¢:

α(z)ω′′(z) + β(z)ω′(z) + γ(z)ω(z) = 0, (4.1.2.1)

gdzie ω(z) jest poszukiwan¡ przez nas funk
j¡ zmiennej zespolonej z, funk
je α(z), β(z) oraz γ(z) s¡
znane. Uprasz
zaj¡
 otrzymujemy:

ω′′(z) + p(z)ω′(z) + q(z)ω(z) = 0, (4.1.2.2)

gdzie

p(z) =
β(z)

α(z)
, q(z) =

γ(z)

α(z)
. (4.1.2.3)

Z uwagi na zero, które wyst�puje po prawej stronie równania (4.1.2.2), jest to równania jednorodne.

Jak wiadomo, równania jednorodne posiadaj¡ dwa rozwi¡zania sz
zególne ω1(z) i ω2(z), które s¡

liniowo niezale»ne. Rozwi¡zaniem ogólnym ω(z) nazywamy kombina
je rozwi¡za« sz
zególny
h:

ω(z) = c1ω1(z) + c2ω2(z), (4.1.2.4)

gdzie c1 i c2 s¡ li
zbami zespolonymi ustalanymi na podstawie warunków po
z¡tkowy
h.
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4.1.3 Przykªadowe zastosowania równa« ró»ni
zkowy
h w �zy
e

Równania ró»ni
zkowe znalazªy wiele zastosowa« zarówno w opisie zjawisk �zy
zny
h jak i w te
hni
e

[3℄. Reprezentatywnymi przykªadami ty
h zastosowa« s¡ mi�dzy innymi:

• Druga zasada dynamiki Newtona

Nie
h p0 b�dzie punktem materialnym o ustalonej masie m, który porusza si� w przestrzeni

�zy
znej R
3
. Powi¡zanie przyspieszenia tego punktu z siª¡ na niego dziaªaj¡
¡, przedstawione

jest wzorem:

mP̈ (t) = f(.), (4.1.3.1)

gdzie siªa f(.) jest zale»na od poªo»enia - siªa grawita
yjna, pr�dko±
i - siªa elektromagnety
zna,

a w ogólno±
i zale»y od 
zasu, poªo»enia i pr�dko±
i.

f = f(t, P (t), Ṗ (t)) (4.1.3.2)

Powy»sze równanie (4.1.3.2) jest opisem pro
esu ewolu
yjnego ru
hu punktu materialnego p0.
Nazywamy je równaniem ró»ni
zkowym, wi¡»e ze sob¡ zmienn¡ niezale»n¡ t oraz zmienne zale»ne

P (t) i i
h po
hodne Ṗ (t), P̈ (t).

• Wahadªo matematy
zne

Wahadªem matematy
znym nazywamy ukªad skªadaj¡
y si� z punktu materialnego o ustalonej

masie m, zawieszonego na dªugiej nieroz
i¡gliwej, 
ienkiej ni
i. Punkt wykonuje wahania wokóª

najni»ej poªo»onego punktu O, który nazywamy ±rodkiem waha«. S
hemat przedstawiony zostaª

na rysunku (4.1)

Rysunek 4.1: S
hemat na rysunku przedstawia wahadªo matematy
zne [3℄.

Ozna
zmy jako z od
hylenie od ±rodka waha« oraz zaªó»my, »e wahadªo wykonuje jedynie maªe

wahania. Aby znale¹¢ przyspieszenie wahadªa a w wybranym punk
ie P nale»y zauwa»y¢, »e

siª�, która dziaªa na punkt materialny o masie m reprezentuje skªadowa siªy 
i¡»enia, która jest

sty
zna do toru waha«. Wtedy:
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ma = −mgsinx. (4.1.3.3)

Jest to sz
zególny przykªad równa« ru
hu Newtona. W powy»szymwzorze wyst�puje znak minus,

poniewa» wy
hylenie oraz siªa maj¡ prze
iwne kierunki, g jest przyspieszeniem ziemskim, a x
k¡tem wy
hylenia wahadªa od pionu. Przyspieszenie wahadªa mo»emy wyrazi¢ poprzez drug¡

po
hodn¡ od
hylenia z, w efek
ie otrzymujemy:

mz̈ = −mgsinx. (4.1.3.4)

Punkt materialny porusza si� po ªuku, zauwa»my, »e z mierzymy w jego wzdªu», dlatego

z = xl, (4.1.3.5)

gdzie l jest dªugo±
i¡ wahadªa. Powy»sze rozwa»ania prowadz¡ do otrzymania równania wahadªa:

ẍ = −g

l
sinx. (4.1.3.6)

Je±li rozwa»amy jedynie maªe drgania wahadªa, to zadowalaj¡
ym nas przybli»eniem jest sinx ≈
x, zatem maªe drgania daj¡ si� opisa¢ równaniem:

ẍ = −kx, (4.1.3.7)

gdzie k = l/g, a posta¢ zagadnie« po
z¡tkowy
h dla tego równania jest nast�puj¡
a:

ẍ = −kx,

x(t0) = x0,

ẋ(t0) = x1.

(4.1.3.8)

• Teoria obwodów elektry
zny
h

Podstawowymi prawami rz¡dz¡
ymi przepªywem pr¡du w ukªada
h elektry
zny
h s¡ prawa Kir-


ho�a. Pierwsze z ni
h sformuªowane dla o
zek sie
i mówi, »e suma ró»ni
 poten
jaªów w o
zku

musi by¢ równa zero. Drugie za±, zostaªo sformuªowane dla w�zªów sie
i i mówi, »e suma pr¡dów

wpªywaj¡
y
h do danego w�zªa jest równa sumie pr¡dów wypªywaj¡
y
h z niego. Prawa te uzu-

peªnimy o pewne równania, a mianowi
ie takie, które wi¡»¡ przepªyw pr¡du przez induk
yjno±¢,

pojemno±¢ oraz oporno±¢ z odpowiednimi ró»ni
ami poten
jaªów:

L
dj

dt
= v, (4.1.3.9)

C
dv

dt
= j, (4.1.3.10)

Rj = v. (4.1.3.11)

Poprzez poª¡
zenie powy»szy
h zale»no±
i z równaniem Kir
ho�a dla o
zka sie
i, otrzymujemy

równanie obwodu elektry
znego w posta
i równania os
ylatora harmoni
znego:

ẍ+ 2kv̇ + ω2
0v = 0, (4.1.3.12)

gdzie 2k = R
L , a ω2

0 = 1
LC .
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W przypadku kiedy zamiast prostego obwodu elektry
znego skªadaj¡
ego si� z trze
h o
zek roz-

wa»amy obwód elektry
zny, na który dziaªa zewn�trzna siªa elektromotory
znaE(t), to równanie
przyjmuje posta¢:

v̈ + 2kv̇ + ω2
0v = ω2

0E(t). (4.1.3.13)

Dla przykªadu, w przypadku, gdy nie ma oporno±
i w obwodzie, mamy do 
zynienia z drganiami

swobodnymi, wtedy nasze równanie redukuje si� do posta
i równania os
ylatora harmoni
znego

bez tªumienia:

v̈ + ω2
0v = 0. (4.1.3.14)

Rozwi¡zaniem ogólnym takiego równania jest:

v(t) = c1cosω0t+ c2sinω0t. (4.1.3.15)

Przeksztaª
aj¡
 to równanie do nie
o innej posta
i, poprzez wprowadzenie nowy
h staªy
h do-

wolny
h:

c1 = Acosδ,

c2 = Asinδ.
(4.1.3.16)

Wtedy dostajemy wzór opisuj¡
y swobodne drgania elektry
zne z 
z�stotliwo±
i¡ ω0, o ampli-

tudzie A i przesuni�
iu fazowym δ:

v(t) = Acos(ω0t− δ). (4.1.3.17)

4.2 Równania ró»ni
zkowe zwy
zajne liniowe z osobliwo±
iami

i metoda Frobeniusa

4.2.1 Klasy�ka
ja punktów osobliwy
h

De�ni
ja 5 Funk
ja f(x) jest anality
zna w punk
ie x0, tylko w przypadku, je±li w oto
zeniu tego

punktu jest równa sumie swojego szeregu Taylora [5℄

f(x) =

∞
∑

k=0

1

k!
f (k)(x0)(x − x0)

k
(4.2.1.1)

dla |x− xr| < R, gdzie R jest nieujemn¡ li
zb¡ rze
zywist¡ .

De�ni
ja 6 Punktem nieosobliwym [5℄ równania w posta
i y′′ + p(x)y′ + g(x)y = 0 nazywamy taki

punkt x0, w którego oto
zeniu funk
je p(x) i g(x) s¡ anality
zne .

De�ni
ja 7 Regularnym punktem osobliwym [5℄ równania y′′ + p(x)y′ + g(x)y = 0 nazywamy taki

punkt x0, w którego oto
zeniu funk
je p(t) oraz q(t) nie s¡ anality
zne, ale funk
je (x − x0)p(x) oraz

(x− x0)
2q(x) s¡ anality
zne.

De�ni
ja 8 Twierdzenie Fu
hsa [4℄. Dla punktu regularnie osobliwego lub punktu regularnego mo-

»emy zawsze znale¹¢ niezerow¡ li
zb� rozwi¡za« sz
zególny
h równania ró»ni
zkowego liniowego, po-

przez rozwini�
ie w szereg wokóª tego punktu:

ω(z) =
∞
∑

n=0

an(z − z0)
n+c, (4.2.1.2)

gdzie c jesz li
zb¡ zespolon¡, któr¡ 
h
emy wyzna
zy¢, a promie« zbie»no±
i jest okre±lony przez odle-

gªo±¢ do najbli»szego punktu osobliwego tego równania.
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W tabeli poni»ej przedstawione zostaªy przykªady rozwi¡za« jednorodny
h równa« ró»ni
zkowy
h

zwy
zajny
h drugiego rz�du wraz z punktami osobliwymi regularnymi (RPO) oraz nieregularnymi

(NPO).

Równanie RPO NPO

Os
ylatora harmoni
znego

ω” + ω2ω = 0 brak ∞
Hermite'a - kwantowy os
ylator harmoni
zny

ω” + 2zω′ + 2αω = 0 brak ∞
Laguerre'a - atom wodoru

zω” + (1 − z)ω′ + aω = 0 0 ∞
Bessela

z2ω” + zω′ + (z2 − v2)ω = 0 0 ∞
Kon�uentne

zω” + (γ − z)ω′ + αω = 0 0 ∞
Czebyszewa

(1− z2)ω − zω′ + n2ω = 0 -1,1,∞ brak

Legendre'a - kwantowy kr�t orbitalny

(1− z2)ω − 2zω′ + [l(l + 1)− m2

1−z2ω = 0 -1,1,∞ brak

Gaussa (hipergeometry
zne)

z(z − 1)ω” + [(1 + α+ β)z − γ]ω′ + αβω = 0 0,1,∞ brak

Rysunek 4.2: Przykªady rozwi¡za« jednorodny
h równa« ró»ni
zkowy
h zwy
zajny
h drugiego rz�du

wraz z punktami osobliwymi regularnymi (RPO) oraz nieregularnymi (NPO) [4℄.

4.2.2 Metoda Frobeniusa

Metoda Frobeniusa pozwala nam na rozwi¡zywanie równa« ró»ni
zkowy
h zwy
zajny
h poprzez roz-

wini�
ie w szeregi pot�gowe. Metoda zostaªa opra
owana na podstawie [6℄.

Gªówn¡ ide¡ metody Frobeniusa jest poszukiwanie rozwi¡za« w posta
i:

(x− x0)
r

∞
∑

n=0

an(x − x0)
n. (4.2.2.1)

Rozwi¡»my równanie:

y′′ + p(x)y′ + g(x)y = 0. (4.2.2.2)

Nie
h x0 b�dzie pojedyn
zym punktem osobliwym równania. Otrzymujemy:

p(x)(x − x0) =

∞
∑

n=0

pn(x − x0)
n, (4.2.2.3)

oraz

q(x)(x − x0)
2 =

∞
∑

n=0

qn(x− x0)
n, (4.2.2.4)

z pewnymi promieniami zbie»no±
i.
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Aby obli
zenia byªy bardziej 
zytelne, ustalmy, »e x0 = 0, po podstawieniu x0 do równania (4.2.2.1)

otrzymujemy:

y = xr
∞
∑

n=0

anx
n. (4.2.2.5)

Podstawiamy y do równania (4.2.2.2), 
o w rezulta
ie daje:

(xr
∞
∑

n=0

anx
n)′′ + p(x)(xr

∞
∑

n=0

anx
n)′ + q(x)(xr

∞
∑

n=0

anx
n) = 0. (4.2.2.6)

Wyli
zamy po
hodne posz
zególny
h skªadników równania (4.2.2.6):

(xr
∞
∑

n=0

anx
n)′′ = (

∞
∑

n=0

anx
n+r)′′ =

=

∞
∑

n=0

(n+ r)(n+ r − 1)anx
n+r−2,

(4.2.2.7)

p(x)(xr
∞
∑

n=0

anx
n)′ = p(x)(

∞
∑

n=0

anx
n+r)′ =

= p(x)(
∞
∑

n=0

(n+ r)anx
n+r−1) = (p(x)x)(

∞
∑

n=0

(n+ r)anx
n+r−2) =

= (

∞
∑

n=0

pnx
n)(

∞
∑

n=0

(n+ r)anx
n+r−2) =

∞
∑

n=0

[

∞
∑

m=0

pn−m(m+ r)am]xn+r−2,

(4.2.2.8)

q(x)(xr
∞
∑

n=0

anx
n) = x(r − 2)(

∞
∑

n=0

qnx
n)(

∞
∑

n=0

anx
n) =

=

∞
∑

n=0

[

n
∑

m=0

qn−mam]xn+r−2).

(4.2.2.9)

Z powy»szy
h obli
ze« otrzymujemy równanie w posta
i:

∞
∑

n=0

{(n+ r)(n + r − 1)an +

∞
∑

n=0

[(m+ r)pn−m + qn−m]am}xn+r−2 = 0 (4.2.2.10)

lub w posta
i równowa»nej

∞
∑

n=0

{[(n+ r)(n+ r − 1) + (n+ r)p0 + q0]an +
n−1
∑

m=0

[(m+ r)pn−m + qn−m]am}xn+r−2 = 0. (4.2.2.11)

Rozwi¡zaniem dla powy»szy
h równa« s¡:

(n = 0) :
[r(r − 1) + p0r + q0]a0 = 0, (4.2.2.12)

(n ≥ 0) :

[(n+ r)(n+ r − 1) + (n+ r)p0 + q0]an +
n−1
∑

m=0

[(m+ r)pn−m + qn−m]am = 0, (4.2.2.13)
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wyró»niamy n = 0, poniewa» 
h
emy, aby an 6= 0 (naturalnie przy an = 0 dostaniemy y =
xr+1

∑∞
m=0 bmxm

, gdzie bm = am+1) dostajemy warunek na r:

r(r + 1) + p0r + q0 = 0. (4.2.2.14)

Powy»sze równanie nazywamy wska¹nikowym i daj� nam ono dwa rozwi¡zania: r1 i r2, zwane
wykªadnikami pojedyn
zego punktu osobliwego dla x = 0.

Rozwa»my teraz trzy przypadki rozwi¡za«:

• Je±li r1 6= r2 i r1 − r2 nie daje nam li
zby naturalnej, to istniej¡ dwa liniowo niezale»ne rozwi¡-

zania:

y1(x) = |x− x0|r1
∞
∑

n=0

an(x− x0)
n, (4.2.2.15)

y2(x) = |x− x0|r2
∞
∑

n=0

an(x− x0)
n. (4.2.2.16)

Wspóª
zynniki an i an okre±lamy przez nast�puj¡
¡ rela
je rekuren
yjn¡:

[(n+ r)(n+ r + 1) + (n+ r)p0 + q0]an +

n−1
∑

m=0

[(m+ r)pn−m + qn−m]am = 0. (4.2.2.17)

• W przypadku, kiedy r1 = r2 to y1 okre±lone jest tak samo jak we w
ze±niejszym przypadku, a

y2 okre±lone jest wzorem:

y2(x) = y1(x)ln|x− x0|r1
∞
∑

n=1

dn(x − x0)
n. (4.2.2.18)

• Kiedy r1 − r2 jest li
zb¡ naturaln¡, to zakªadamy, »e r1 jest 'wi�kszym korzeniem', innymi

sªowy stanowi wi�ksz¡ 
z�±¢ rozwi¡zania, a Re(r1) ≥ Re(r2), wtedy y1 jest takie samo jak we

w
ze±niejszy
h przypadka
h, a y2 wynosi:

y2(x) = cy1(x)ln|x − x0|+ |x− x0|r2
∞
∑

n=0

en(x− x0)
n. (4.2.2.19)

Zauwa»my, »e c mo»e by¢ równe 0.
We wszystki
h wy»ej wymieniony
h przypadka
h rozwi¡zania s¡ zbie»ne dla 0 < |x− x0| < q.
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4.3 Nieliniowe równania ró»ni
zkowe zwy
zajne - ru
home oso-

bliwo±
i

Nieliniowe równania ró»ni
zkowe poza osobliwo±
iami ustalonymi znanymi z Twierdzenia Frobeniusa

z podrozdziaªu 4.2.1 posiadaj¡ równie» ru
home osobliwo±
i (ang. movable singularities), które s¡

osobliwo±
iami rozwi¡za«. Te osobliwo±
i poruszaj¡ si� po pªasz
zy¹nie zespolonej, gdy zmieniamy

warunki po
z¡tkowe, a tak»e parametry równania, st¡d nazwa ru
home.

Z analizy zespolonej wiemy [2℄, »e funk
je na pªasz
zy¹nie zespolonej mog¡ posiada¢ trzy typy

osobliwo±
i w który
h za
howanie funk
ji jest nast�puj¡
e (C to li
zba zespolona):

• osobliwo±
i usuwalne, które nie s¡ osobliwo±
iami, jak w przypadku funk
ji

sin(x)
x w x = 0;

• bieguny dla funk
ji holomor�
zny
h, w oto
zeniu który
h gªówny wkªad ma posta¢

1
(x−C)n , gdzie

n ∈ N; Wów
zas w szeregu Laurenta funk
ji w okoli
y osobliwego punktu mamy sko«
zon¡ li
zb�

wyrazów o ujemny
h pot�ga
h.

• punkty rozgaª�zienia posta
i (x−C)α, gdzie α jest li
zb¡ wymiern¡, nie
aªkowit¡; W oto
zeniu

punktu rozgaª�zienia mamy zde�niowan¡ 'funk
j� wielowarto±
iow¡', która nie jest funk
j¡ w

klasy
znym tego sªowa zna
zeniu.

• punkty istotnie osobliwe dla funk
ji holomor�
zny
h, w oto
zeniu który
h szereg Laurent funk
ji

anality
znej ma niesko«
zon¡ li
zb� wyrazów o ujemny
h pot�ga
h;

Powy»sze osobliwo±
i stanow¡ klas� osobliwo±
i izolowany
h, gdy» s¡ odseparowane od siebie. Jednak

rozwi¡zania mog¡ równie» posiada¢ osobliwo±
i nieizolowane, jak np. naturalne grani
e lub punkty

skupienia osobliwo±
i. Osobliwo±
i nieizolowany
h nie b�dziemy w pra
y analizowa¢, gdy» i
h teoria

nie jest dostate
znie ugruntowana w matematy
e.

Najprostszym przykªadem nieliniowego równania generuj¡
ego osobliwo±¢ ru
hom¡ jest

dy(x)

dx
+ y(x)2 = 0, (4.3.0.1)

które posiada rozwi¡zanie

y(x) =
−1

x− C
. (4.3.0.2)

Staªa C jest okre±lona przez warunek po
z¡tkowy y(0) = 1
C dla C 6= 0. �atwo zauwa»y¢, »e dla

x = C rozwianie (4.3.0.2) posiada biegun. Jest to osobliwo±¢ ru
homa, gdy» zmieniaj¡
 warto±¢ wa-

runku po
z¡tkowego osobliwo±¢ zmienia poªo»enie na pªasz
zy¹nie zespolonej, wi�
 jest to osobliwo±¢

ru
homa.

4.3.1 Klasy�ka
ja ru
homy
h osobliwo±
i

Interesowa¢ nas b�dzie nie samo istnienie osobliwo±
i, ale jej rodzaj, poniewa» to daje nam praw-

dziwy wgl¡d w globaln¡ struktur� rozwi¡za«. W przypadku kiedy napotykamy na ru
hom¡ osobliwo±¢

mo»emy spodziewa¢ si� trze
h odmienny
h typów tej osobliwo±
i. Podrozdziaª stanowi opis rodzajów

osobliwo±
i ru
homy
h oraz przykªady równa« ró»ni
zkowy
h zwy
zajny
h nieliniowy
h, w który
h

wyst�puj¡.

• Biegun (ang. pole) [8℄, [9℄, [10℄. Z biegunem funk
ji meromor�
znej f(z) mamy do 
zynienia,

kiedy funk
ja nie jest ograni
zona w oto
zeniu tego punktu osobliwego z = a, a ponadto:

lim
z→a

f(z) = ∞. (4.3.1.1)
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Mo»emy równie» okre±li¢, którego rz�du jest biegun. Sprowadza si� to do okre±lenia z ilu wyrazów

skªada si� szereg Laurenta powstaªy z rozwini�
ia 
z�±
i osobliwej wokóª punktu a. Zauwa»my,
»e je±li punkt a jest ru
hom¡ osobliwo±
i¡ w posta
i bieguna m-krotnego funk
ji f(z) to funk
ja

g(z) =
1

f(z)
(4.3.1.2)

jest meromor�
zna i w punk
ie osobliwym a posiada zero m-krotne. Podobnie w sytua
ji, gdy

funk
ja f(z) posiada zero m-krotne w punk
ie a to funk
ja g(z) posiada osobliwo±¢ w posta
i

bieguna m-krotnego w punk
ie a.

Przykªad: Rozwa»my funk
je:

f(z) =
z + 2

(z − 5)2(z + 7)3
. (4.3.1.3)

Funk
ja jest meromor�
zna w 
aªej przestrzeni sfery Riemanna. Posiada biegun rz�du 2 w punk-


ie z = 5, biegun rz�du 3 w punk
ie z = −7 oraz pojedyn
ze zero w punk
ie z = −2 i po
zwórne
zero w niesko«
zono±
i.

• Rozgaª�zienia (ang. bran
h point) [11℄. Punkt rozgaª�zienia, to taki punkt z0 funk
ji ana-

lity
znej, »e je±li rozszerzymy dziedzin� tej funk
ji dookoªa punktu z0 tworz¡
 ªa«
u
h kóª

K0,K1, ...Kn, speªniaj¡
y nast�puj¡
e warunki:

� ka»de z kóª zawiera punkt z0,

� ka»de jest przedªu»eniem anality
znym - rozszerzeniem dziedziny poprzedniego,

� ka»de n-te koªo posiada 
z�±¢ wspóln¡ z koªem K0 nie b�d¡
¡ punktem z0.

Otrzymamy w kole Kn funk
j� o warto±
ia
h inny
h ni» w 
z�±
i wspólnej Kn

⋂

K0. U±
i±laj¡
,

je±li przemiesz
zamy punkt z dookoªa punktu z0 po krzywej zamkni�tej, to warto±
i funk
ji f(z)
b�d¡ si� zmieniaªy w sposób 
i¡gªy, a
zkolwiek na ko«
u tej p�tli warto±¢ funk
ji f(z) b�dzie si�
ró»niªa od warto±
i na po
z¡tku p�tli mierzonej w tym samym punk
ie.

Zauwa»my, »e mamy do 
zynienia z funk
j¡, która nie jest holomor�
zna na przestrzeni pier±
ie-

nia ota
zaj¡
ego punkt rozgaª�zienia, dlatego nie mo»emy rozwin¡¢ jej w szereg Laurenta w tym

pier±
ieniu. Mo»emy jednak okre±li¢ jej gaª¡¹, która jest jednozna
zna w jednospójnym obszarze

(takim, w którym dwa dowolne punkty mo»emy poª¡
zy¢ drog¡ oraz ka»de dwie drogi ª¡
z¡
e

dwa punkty nale»¡
e do przestrzeni s¡ homotopijne) niezawieraj¡
ym punktu rozgaª�zienia.

Przykªad:

W funk
ji:

log(z − z0) (4.3.1.4)

punktem rozgaª�zienia jest punkt z0. Podobnie za
howuje si� funk
ja
√
z − z0.

• Osobliwo±¢ istotna (ang. essential singularity)[7℄. Trze
i rodzaj osobliwo±
i reprezentuj¡ oso-

bliwo±
i istotne. Funk
je posiadaj¡
e takie osobliwo±
i maj¡ w szeregu Laurenta niesko«
zenie

wiele ujemny
h pot�g. Punkt a nazywany jest istotn¡ osobliwo±
i¡ funk
ji f , je±li osobliwo±¢ nie
jest ani biegunem, ani usuwaln¡ osobliwo±
i¡(eng. removable singularity).

Przykªad: Funk
ja:

f(z) = e1/z (4.3.1.5)

posiada istotn¡ osobliwo±¢ w punk
ie z = 0.



4.3. NIELINIOWE RÓWNANIA RÓ�NICZKOWE ZWYCZAJNE - RUCHOME OSOBLIWO�CI25

4.3.2 Wªasno±¢ Painlevé

Osobliwo±
i rozwi¡za« równa« ró»ni
zkowy
h zwy
zajny
h staªy si� przedmiotem zainteresowania

fran
uskiego matematyka Paula Painlevé. Wprowadziª on wªasno±¢ Painlevé, któr¡ posiadaj¡ rów-

nania, który
h osobliwo±
i rozwi¡za« to jedynie bieguny. Ze wzgl�du na fakt, i» typ osobliwo±
i nie

zmienia si� poprzez transforma
j� Möbiusa:

f(z) =
az + b

cz + d
, (4.3.2.1)

gdzie a, b, c, d s¡ funk
jami holomor�
znymi oraz ad − cb 6= 0, to klasy�ka
j� osobliwo±
i mo»na

wykona¢ na klasa
h abstrak
ji równa« ró»ni
zkowy
h indukowany
h przez t¡ transforma
j�.

Painlevé przeprowadziª klasy�ka
j� równa« z praw¡ stron¡ b�d¡
¡ wyra»eniem wymiernym i otrzy-

maª kilka równa« posiadaj¡
y
h wspomnian¡ wªasno±¢. Do równa« pierwszego rz�du posiadaj¡
y
h

wªasno±¢ Painlevé zali
zyª równanie Weierstrassa oraz równanie Ri
attiego. W±ród równa« II rz�du

znalazª on 53 równania posiadaj¡
e t� wªasno±¢. Okazaªo si� ze 47 z ni
h mo»na opisa¢ przez istnie-

j¡
e ju» funk
je, za± 6 pozostaªy
h nie daje si� sprawdzi¢ do znany
h równa« i rozwi¡za¢ w posta
i

znany
h nam funk
ji. Painlevé zde�niowaª wi�
 nowe funk
je rozwi¡zuj¡
e te wªa±nie równania [12℄.

Poni»ej przedstawiam 6 nieredukowalny
h równa« znaleziony
h przez Paula Painlevé. Funk
je, które

s¡ rozwi¡zaniami ty
h równa« nazywamy funk
jami trans
endentalnymi Painlevé.

• I (Painlevé)

d2y

dt2
= 6y2 + t, (4.3.2.2)

• II (Painlevé)

d2y

dt2
= 2y3 + ty + α, (4.3.2.3)

• III (Painlevé)

ty
d2y

dt2
= t(

dy

dt
)2 − y

dy

dt
+ δt+ βy + αy3 + γty4, (4.3.2.4)

• IV Gambier

y
d2y

dt2
=

1

2
(
dy

dt
)2 + β + 2(t2 − α)y2 + 4ty3 +

3

2
y4, (4.3.2.5)

• V Gambier

d2y

dt2
= (

1

2y
+

1

y − 1
)(
dy

dt
)2 − 1

t

dy

dt
+

(y − 1)2

t2
(αy +

β

y
) + γ

y

t
+ δ

y(y + 1)

y − 1
, (4.3.2.6)

• VI R.Fu
hs

d2y

dt2
=

1

2
(
1

y
+

1

y − 1
+

1

y − t
)(
dy

dt
)2 − (

1

t
+

1

t− 1
+

1

y − t
)
dy

dt

+
y(y − 1)(y − t)

t2(t− 1)2
(α + β

t

y2
+ γ

t− 1

(y − 1)2
+ δ

t(t− 1)

(y − t)2
)

. (4.3.2.7)
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W powy»szy
h wzora
h α, β, γ i δ s¡ staªymi zespolonymi. Przez przeskalowanie y oraz t mo»emy

wybra¢ dwa parametry dla III typu równania i jeden parametr dla typu V, dlatego wnioskujemy, »e

te typy maj¡ tak naprawd� odpowiednio 2 i 3 niezale»ne parametry. Osobliwo±
i dla typów III, V i

VI znajdujemy w ∞ i w 0 oraz w 1 dla VI typu. Dla pierwszego typu osobliwo±
i wyst�puj¡ w posta
i

podwójnego bieguna. Dla taki
h osobliwo±
i szereg Laurenta ma posta¢:

(z − z0)
−2 − z0

10
(z − z0)

2 − 1

6
(z − z0)

3 + h(z − z0)
4 +

z20
300

(z − z0)
6 + ... (4.3.2.8)

Dla II typu wszystkie osobliwo±
i maj¡ posta¢ pojedyn
zy
h biegunów.



Rozdziaª 5

Numery
zne metody rozwi¡zywania

równa« ró»ni
zkowy
h zwy
zajny
h

Cz�±
iowe informa
je na temat lokaliza
ji ru
homy
h osobliwo±
i mo»emy uzyska¢ za pomo
¡ metod

numery
zny
h [19℄. Najprostszym, a zarazem najbardziej intui
yjnym sposobem znajdowania osobli-

wo±
i jest 
aªkowanie równania wzdªu» pewnej ±
ie»ki le»¡
ej na pªasz
zy¹nie zespolonej i ko«
zenie


aªkowania w momen
ie, gdy jaki± stan sugeruje s¡siedztwo osobliwo±
i. Je±li ±
ie»ki 
aªkowania s¡ wy-

star
zaj¡
o g�ste, metoda ta mo»e da¢ nam pewne prognozy na temat za
howywania si� rozwi¡zania

i struktury osobliwo±
i.

5.1 Metoda Eulera

Dane jest równanie posta
i y′ = f(x, y) z warunkami po
z¡tkowymi (x0, y0) : y0 = y(x0), poruszamy
si� z krokiem h zatem kolejne punkty na osi x to:

xn+1 = xn + h, (5.1.0.1)

z de�ni
ji po
hodnej y′ = ∆y
h zatem:

f(xn, yn) = y′ =
∆y

h
, (5.1.0.2)

po przeksztaª
eniu powy»szego wzoru otrzymujemy:

∆y = hf(xn, yn). (5.1.0.3)

Ch
emy otrzyma¢ wzór na yn+1, dlatego do wzoru yn+1 = yn + ∆y podstawiamy wyli
zone ∆y
(5.1.0.3). Tym sposobem do
hodzimy do posta
i:

yn+1 = yn + hf(xn, yn). (5.1.0.4)

Porównujemy wynik z rozwini�
iem w szereg Taylora:

yn+1 = y(xn+1) = y(xn + h) = yn + hf(xn, yn) +
f (2)(ξ)

2!
h2, (5.1.0.5)

gdzie xn < ξ < xn+1.

27
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Bª¡d przybli»enia jest rz�duO(h2). Wi�ksz¡ dokªadno±¢ przybli»enia otrzymaliby±my przez zmniej-

szenie kroku itera
ji. W prakty
e, metoda ta nie jest zale
ana, ze wzgl�du na swoj¡ niedokªadno±¢ w

porównaniu z innymi metodami tego samego stopnia.

5.2 Metody RK

Metoda Rungego-Kutty II rz�du

W tym przypadku wzór na 
aªkowanie równania ró»ni
zkowego wygl¡da nast�puj¡
o:

yi+1 = yi + (a1k1 + a2k2)h, (5.2.0.1)

gdzie:

k1 = f(xi, yi), (5.2.0.2)

k2 = f(xi + p1h; yi + q11k1h), (5.2.0.3)

a zale»no±
i pomi�dzy posz
zególnymi wspóª
zynnikami przyjmuj¡ posta¢:

a1 + a2 = 1,

a2p1 =
1

2
,

a2q11 =
1

2
.

(5.2.0.4)

Aby wyzna
zy¢ wspóª
zynniki a1, a2, p oraz q posªu»my si� rozwini�
iami w szeregi Taylora.

Za
znijmy od rozwa»enia funk
ji f(x, y).
Otrzymujemy:

yi+1 = y1 + f(xi, yi)h+
f ′(xi, yi)h

2

2!
+O(h3), (5.2.0.5)

f ′(xi, yi) =
∂f(xi, yi)

∂x
+

∂f(xi, yi)

∂y

dy

dx
, (5.2.0.6)

yi+1 = yi + f(xi, yi)h+ (
∂f(xi, yi)

∂x
+

∂f(xi, yi)

∂y

dy

dx
)
h2

2!
+O(h3). (5.2.0.7)

We¹my teraz funk
je g(x, y), je±li jest ona 
i¡gªa to mo»emy przedstawi¢ j¡ w posta
i:

g(x+ r, y + s) = g(x, y) + r
∂g

∂x
+ s

∂g

∂y
+ ... (5.2.0.8)

zatem, k2 mo»emy zapisa¢ w posta
i:

k2 = f(xi + p1h; yi + q11k1h) = f(xi, yi) + p1h
∂f

∂x
+ q11k1h

∂f

∂y
+O(h2), (5.2.0.9)

gdzie O(h2) jest wyrazem wy»szego rz�du.

Po podstawieniu, otrzymujemy:

yi+1 = yi + a1hf(xi, yi) + a2hf(xi, Yi) + a2p1h
2 ∂f

∂x
+ a2q11h

2 ∂f

∂y
f(xi, yi) +O(h3). (5.2.0.10)
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Uporz¡dkujmy powy»szy wzór, w efek
ie dostajemy:

yi+1 = yi + hf(xi, yi)[a1 + a2] + [a2p1
∂f

∂x
+ a2p11

∂f

∂y
f(xi, yi)]h

2 +O(h3). (5.2.0.11)

Powy»sze wyra»enie powinno by¢ równowa»ne z rozwini�
iem funk
ji w szereg Taylora:

yi+1 = yi + f(xi, yi)h+ (
∂f

∂x
+

∂f

∂y

dy

dx
)
h2

2!
, (5.2.0.12)

st¡d wªa±nie do
hodzimy do podany
h w
ze±niej rela
ji (5.2.0.4):

a1 + a2 = 1,

a2p1 =
1

2
,

a2q11 =
1

2
.

(5.2.0.13)

bazuj¡
 na powy»szy
h rela
ja
h, mo»emy wyprowadzi¢ wzory dla metod R-K drugiego rz�du:

• Metoda Heun'a.

Bazuje na zaªo»eniu: a2 = 1
2 , korzystaj¡
 z zale»no±
i (5.2.0.13) a1 = 1/2, p1 = q11 = 1,

yi+1 = yi + (
1

2
k1 +

1

2
k2)h, (5.2.0.14)

k1 = f(xi, yi), (5.2.0.15)

k2 = f(xi + h; yi + k1h). (5.2.0.16)

• Metoda punktu ±rodkowego.

W tym przypadku a2 = 1, z zale»no±
i (5.2.0.13) wynika, »e a1 = 0, p1 = q11 = 1/2,

yi+1 = yi + k2h, (5.2.0.17)

k1 = f(xi, yi), (5.2.0.18)

k2 = f(xi +
1

2
h; yi +

1

2
k1h). (5.2.0.19)

• Metoda Ralstona'a.

Gwarantuje najmniejszy mo»liwy dla metod R-K II-go rz�du bª¡d od
i�
ia, tutaj a2 = 2/3, a z

zale»no±
i (5.2.0.13) wynika, »e a1 = 1/3 p1 = q11 = 3/4,

yi+1 = yi + (
1

3
k1 +

2

3
k2)h, (5.2.0.20)

k1 = f(xi, yi), (5.2.0.21)

k2 = f(xi +
3

4
h; yi +

3

4
k1h). (5.2.0.22)
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Metoda Rungego-Kutty III rz�du

W tej metodzie wzór na 
aªkowanie równania ró»ni
zkowego przybiera nast�puj¡
¡ posta¢:

yi+1 = yi +
1

6
(k1 + 4k2 + k3)h, , (5.2.0.23)

k1 = f(xi, yi), (5.2.0.24)

k2 = f(xi +
1

2
h; yi +

1

2
kih), (5.2.0.25)

k3 = f(xi + h; yi − k1h+ 2k2h). (5.2.0.26)

W tym przypadku bª¡d aproksyma
ji jest rz�du Ea ∼ O(h4), a bª¡d globalny wynosi Et ∼ O(h3).

Metoda Rungego-Kutty IV rz�du

Metoda IV rz�du jest najbardziej popularna, zarówno przez ªatwo±¢ implementa
ji jak i przez zado-

walaj¡
e przybli»enie.

Wzór na 
aªkowanie ma posta¢:

yi+1 = yi +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)h, (5.2.0.27)

k1 = f(xi, yi), (5.2.0.28)

k2 = f(xi +
1

2
h; yi +

1

2
k1h), (5.2.0.29)

k3 = f(xi +
1

2
h; yi +

1

2
k2h), (5.2.0.30)

k4 = f(xi + h; yi + k3h), (5.2.0.31)

φ =
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4). (5.2.0.32)

Bª¡d aproksyma
ji tej metody wynosi Ea ∼ O(h5), a bª¡d globalny to Et ∼ O(h4).

Metoda Rungego-Kutty V rz�du

W tej metodzie wzór na 
aªkowanie ma posta¢:

yi+1 = yi +
1

90
(7k1 + 32k3 + 12k4 + 32k5 + 7k6)h. (5.2.0.33)
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5.3 Metody adapta
yjne

Dobry integrator powinien sprawowa¢ swego rodzaju kontrole nad wªasnym rozwojem, wprowadzaj¡



z�ste zmiany rozmiaru wykonywanego kroku [15℄. W miejs
a
h gdzie najbardziej 
iekawi nas struktura

równania powinni±my porusza¢ si� maªymi krokami, aby dokªadnie zbada¢ rozwi¡zanie. Za to w mniej


iekawy
h okoli
a
h, o
zekujemy du»y
h kroków.

5.3.1 Metoda podwojonego kroku

Dla metody Rungego-Kutty IV rz�du, najprostsz¡ te
hnik¡ jest podwojenie kroku. W metodzie tej

ka»dy z kroków wykonujemy dwukrotnie. Za pierwszym razem jest to peªny krok, a za drugim skªada

si� on z dwó
h kroków poªówkowy
h. Idea zostaªa przedstawiona na rysunku (5.1).

Rysunek 5.1: Rysunek przedstawia metod� podwojonego kroku [15℄.

Ozna
zmy dokªadne rozwi¡zanie dla rozwini�
ia od x do x+2h przez y(x+2h) oraz dwa przybli-
»one rozwi¡zania przez y1 - dla jednego kroku oraz y2 dla dwó
h kroków o rozmiarze h. Bior¡
 pod

uwag� metod� Runnego- Kutty IV rz�du, rozwi¡zania oraz przybli»enia s¡ ze sob¡ powi¡zane przez

nast�puj¡
e zale»no±
i:

y(x+ 2h) = y1 + (2h)5Φ+O(h6) + ... (5.3.1.1)

y(x+ 2h) = y2 + 2(h5)Φ +O(h6) + ... (5.3.1.2)

Ró»ni
a pomi�dzy y2, a y1 jest wygodnym wska¹nikiem bª�du przybli»enia. Stanowi j¡ poni»szy

wzór:

∆ ≡ y2 − y1. (5.3.1.3)

Jest to zadowalaj¡
a ró»ni
a, któr¡ staramy si� za
howa¢ dla o
zekiwanego stopnia dokªadno±
i,

aby to zapewni¢ dostosowujemy odpowiednio h. Przy odpowiedni
h zaªo»enia
h [15℄ równania (5.3.1.1)
i (5.3.1.2) mo»emy poª¡
zy¢ w nast�puj¡
y sposób:

y(x+ 2h) = y2 +
∆

15
+O(h6) (5.3.1.4)

Do pi¡tego rz�du jest to do±¢ dokªadne osza
owanie, niekonie
znie u»y
ie wy»szy
h rz�dów da

nam lepsz¡ dokªadno±¢ przybli»enia. Ponadto metoda ta nie daje nam mo»liwo±
i monitorowania

bª�du przybli»enia. Dlatego u»y
ie jej przewa»nie nie przyniesie nam szkód, ale nie mamy mo»liwo±
i

bezpo±redniego dowiedzenia si� 
zy przyniosªo nam to jakiekolwiek korzy±
i.
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5.3.2 Metoda Rungego-Kutty Fehlberga

Alternatywnym algorytmem dostosowuj¡
ym rozmiar kroku jest algorytm bazuj¡
y na metoda
h

Rungego-Kutty opra
owany przez Fehlberga. Fehlberg odkryª metod� pi¡tego rz�du z sze±
ioma funk-


jami, w przypadku gdy inna kombina
ja sze±
iu funk
ji daje nam metod� 
zwartego rz�du. Ró»ni
a

pomi�dzy tymi dwoma osza
owaniami mo»e by¢ zastosowana do osza
owania bª�du, a w nast�pstwie

do osza
owania kroku.

Ogólna formuªa Rungego-Kutty V rz�du przedstawiona jest przez nast�puj¡
e wzory:

k1 = hf(xn, yn), (5.3.2.1)

k2 = hf(xn + a2h, yn + b21k1), (5.3.2.2)

...

k6 = hf(xn + a6h, yn + b61k1 + ...+ b65k5), (5.3.2.3)

yn+1 = yn + c1k1 + c2k2 + c3k3 + c4k4 + c5k5 + c6k6 +O(h6), (5.3.2.4)

a rozwini�ta metoda IV rz�du to:

y∗n+1 = yn + c∗1k1 + c∗2k2 + c∗3k3 + c∗4k4 + c∗5k5 + c∗6k6 +O(h5). (5.3.2.5)

W tym przypadku bª¡d wynosi:

∆ ≡ yn+1 − y∗n+1 =
6

∑

i=1

(ci − c∗i )ki. (5.3.2.6)

Konkretne warto±
i wykorzystywany
h staªy
h prezentuje poni»sza tabela. Opra
owane zostaªy

przez Cash-Karp i s¡ one stosunkowo lepsze od ty
h pierwotnie podany
h przez Fehlberga, poniewa»

pozwalaj¡ na uzyskanie lepszego bª�du przybli»enia.

Rysunek 5.2: Tabela przedstawia staªe Cash-Karp stosowane w metoda
h R-K [15℄.

Wiemy ju» w przybli»eniu ile wynosi nasz bª¡d. Musimy zastanowi¢ si� jak otrzyma¢ go tak,

aby mie±
iª si� w po»¡dany
h grani
a
h. Rela
j� pomi�dzy ∆, a h mo»emy wyli
zy¢ z nast�puj¡
ego
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rozumowania. Zgodnie ze wzorami na V i IV rz¡d R-K, ∆ skaluje si� na h5
. Dlatego je±li we¹miemy

h1 i dostaniemy bª¡d ∆1 wów
zas mo»emy sza
owa¢ h0 jako:

h0 = h1|
∆0

∆1
|0.2 (5.3.2.7)

Powy»sze równanie ma dwa zastosowania. Je±li ∆1 jest wi�ksze od ∆0 to równanie daje nam infor-

ma
je, aby zmniejszy¢ wielko±¢ 'nieudanego' kroku przy jego ponownym wykonywaniu. W przypadku

kiedy ∆1 jest mniejsze od ∆0, równanie mówi nam, o ile mo»emy bezpie
znie zwi�kszy¢ rozmiar kroku

dla nast�pnej itera
ji. Lokalna ekstrapola
ja polega na ak
epta
ji rozmiaru pi¡tego rz�du yn+1 po-

mimo tego, »e osza
owanie bª�du ma zastosowanie dla rz�du 
zwartego y∗n+1.

Je±li ∆0 osza
ujemy bezpo±rednio przez h, to wykªadnik 0.20 nie jest poprawny. W przypadku

kiedy rozmiar kroku zostanie zmniejszony ze zbyt du»ej warto±
i, to nowa przewidywana warto±¢ h1

nie speªnia wymaganej dokªadno±
i. Rozwi¡zaniem problemu jest skalowanie zamiast na 0.20 = 1
5 to

na 0.25 = 1
4 . Wykªadniki 0.20 i 0.25 nie ró»ni¡ si� od siebie w zna
znym stopniu, dlatego przyjmujemy,

»e je±li zwi�kszamy rozmiar kroku, to u»ywamy wy»szej warto±
i wykªadnika, nie zastanawiaj¡
 si� nad

tym 
zy go potrzebujemy 
zy nie, a w przypadku zmniejszaniu warto±
i kroku, stosujemy wykªadnik o

mniejszej warto±
i. Poniewa» nasze osza
owania bª�du nie s¡ zbyt dokªadne, zale
a si� wprowadzenie

wspóª
zynnika bezpie
ze«stwa, speªniaj¡
ego warunki S < 1 i S >>> 0. Równanie 5.3.2.7 zostaje

zast¡pione przez empiry
zny wzór [15℄:

h0 =

{

Sh1|∆0

∆1

|0.20, gdzie∆0 ≥ ∆1

Sh1|∆0

∆1

|0.25, gdzie∆0 ≤ ∆1

(5.3.2.8)
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Rozdziaª 6

Programowanie równolegªe

6.1 Wprowadzenie

Oprogramowanie sªu»¡
e do szukania osobliwo±
i rozwi¡za« równa« ró»ni
zkowy
h zostaªo stworzone

w opar
iu o idee programowania równolegªego. Gªównym zamysªem jest tworzenie oprogramowania w

taki sposób, aby posz
zególne obli
zenia mogªy by¢ realizowane przez oddzielne pro
esory równo
ze-

±nie. W zna
znym stopniu usprawnia to pra
e programu poprzez przyspieszenie jego dziaªania. W tym


elu w oprogramowaniu zostaªa zaimplementowana biblioteka `pthread` [21℄. Standard ten sªu»y to

tworzenia, zarz¡dzania i usuwania w¡tków. Posiada on zabezpie
zenia przed równo
zesnym u»y
iem

tego samego zasobu przez ró»ne w¡tki tzw. mutexy. Do opra
owania tego rozdziaªu posªu»yªa ksi¡»ka

Z. Weissa "Programowanie wspóªbie»ne i rozproszone w przykªada
h i zadania
h"[16℄.

Podstawowym poj�
iem z jakim powinni±my si� zapozna¢ jest pro
es. Jak wiemy z wielu dziedzin

»y
ia pro
es jest to wykonywanie 
zynno±
i w ustalonej kolejno±
i. W tym przypadku kolejno±¢ t¡

ustala nam algorytm. Niezb�dnymi narz�dziami do wykonywania pro
esu s¡ pami�¢ opera
yjna od-

powiadaj¡
a za zapami�tanie kodu oraz pro
esor, który odpowiada za dokonywanie kolejny
h zmian.

Pro
es mo»e by¢ zarówno sko«
zony jak i niesko«
zony. Ka»dy z nas spotkaª si� kiedy± z niesko«
zo-

nym pro
esem pod
zas nauki programowania, tworz¡
 niesko«
zon¡ p�tl�. Jak wiadomo nie jest to

efekt zamierzony, a ra
zej wynikaj¡
y z bª�dnej deklara
ji warunków. S¡ jednak sytua
je, w który
h


h
emy uzyska¢ taki wªa±nie niesko«
zony pro
es. Idealnym przykªadem jest system opera
yjny, od

którego wymagamy wr�
z, aby nigdy nie ko«
zyª swojej pra
y. Prze
hodz¡
 do meritum, z pro
e-

sami wspóªbie»nymi mamy do 
zynienia w przypadku, gdy jaki± pro
es rozpo
z¡ª swoj¡ pra
e, zanim

zako«
zyª j¡ uprzednio rozpo
z�ty. Zauwa»my, »e niesko«
zony pro
es b�dzie wspóªbie»ny z ka»dym

pro
esem, który zostaª uru
homiony po nim. Na naszym przykªadzie, system opera
yjny jest wspóª-

bie»ny z ka»dym pro
esem uru
hamianym przez u»ytkownika.

Opró
z poj�
ia pro
esu, wprowadzamy poj�
ie w¡tku (ang. thread). Ró»ni
a pomi�dzy w¡tkiem

a pro
esem polega na sposobie wykorzystania zasobów. W rama
h jednego pro
esu mo»e by¢ wyko-

nywany
h wiele w¡tków i dziel¡ one pami�¢. Bior¡
 pod uwag� takie rozumowanie, pro
es nazwiemy

zadaniem, w którym wykonywany jest jeden w¡tek. U»y
ie w¡tków pozwala nam na realiza
je rów-

no
ze±nie wielu »¡da« skierowany
h do jednego taska. W¡tki dzielimy na syn
hroni
zne, takie które

same przekazuj¡ sobie sterowanie oraz asyn
hroni
zne. Kiedy spotykamy si� z w¡tkami asyn
hro-

ni
znymi, potrzebujemy me
hanizmu umo»liwiaj¡
ego nam syn
hroniza
j� dziaªania przy dost�pie do

wspóªdzielony
h dany
h.

35
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6.2 Blokada i zagªodzenie

Pro
esy wykonywane w programowaniu wspóªbie»nym wymagaj¡ wzajemnej syn
hroniza
ji lub musz¡

komunikowa¢ si� ze sob¡. Przez t¡ wªasno±¢, w niektóry
h przypadka
h pro
esy b�d¡ wstrzymywane

przez o
zekiwanie na informa
je od innego pro
esu. O poprawnie dziaªaj¡
ym programie wspóªbie»-

nym mówimy kiedy w ka»dym z pro
esów nast¡piªo o
zekiwane zdarzenie. Kiedy program dziaªa

niepoprawnie, mo»e wyst¡pi¢ zjawisko blokady lub zagªodzenia.

• BLOKADA [16℄ Zjawisko blokady wyst�puje w przypadku kiedy zbiór pro
esów utrzymuje si�

w stanie zatrzymania, z powodu o
zekiwania na zdarzenie, które powinno by¢ wykonane przez

jeden z pro
esów nale»¡
y
h do tego zbioru. Je±li w programie wspóªbie»nym mo»e wyst¡pi¢

blokada, nie zna
zy to, »e wyst¡pi ona za ka»dym razem przy dziaªaniu programu. Czasami

unikanie blokady jest bardzo kosztowne, dlatego de
ydujemy si� wtedy na pogodzenie z jej

istnieniem i uru
hamianie me
hanizmów, które o niej informuj¡ oraz usuwaj¡ j¡.

• ZAG�ODZENIE [16℄ Zjawisko zagªodzenia ina
zej zwane zjawiskiem wyklu
zenia jest spe
y-

�
znym przypadkiem niesko«
zonego wstrzymania jakiego± pro
esu. Za
hodzi ono w sytua
ji

kiedy wiele pro
esów 
zeka na sygnaª lub komunikat syn
hroniza
yjny. Zagªodzony pro
es to

taki, który pomimo tego, »e zdarzenie zostaªo wykonane ju» jak¡± li
zb� razy, to on nadal 
zeka.

Dzieje si� tak, poniewa» za ka»dym razem zostaª wybrany jaki± inny pro
es. Problem zagªodzenia

wyst�puje, gdy do ustalenia kolejno±
i wykonywany
h pro
esów u»yjemy kolejki priorytetowej.

W przypadku kiedy o kolejno±
i de
yduje kolejka prosta, 
zyli pro
esy s¡ wznawiane w takiej

samej kolejno±
i w jakiej zostaªy zatrzymane, nie musimy si� martwi¢ o zagªodzenie którego±

z pro
esów. Zjawisko jest bardzo 
i�»kie do wykry
ia, jednak»e przewa»nie godzimy si� z jego

istnieniem, poniewa» bierzemy pod uwag�, »e dane zdarzenie za które odpowiada pro
es jest

naprawd� maªo prawdopodobne.

6.3 Klasy
zne problemy wspóªbie»no±
i

6.3.1 Problem produ
enta i konsumenta

Problem produ
enta i konsumenta [16℄ polega na syn
hroniza
ji dwó
h pro
esów. Pierwszy pro
es -

produ
ent produkuje por
j� informa
ji i przekazuj� j¡ do drugiego pro
esu - konsumenta, który pobiera

informa
je i konsumuje j¡. W przypadku, kiedy w danym momen
ie produ
ent nie mo»e przekaza¢

informa
ji do konsumenta, musi 
zeka¢. Podobnie konsument 
zeka, kiedy nie mo»e w danymmomen
ie

pobra¢ informa
ji. Zaªo»enie jest takie, »e por
je powinny by¢ konsumowane w takiej samej kolejno±
i

w jakiej zostaªy wyprodukowane.

Mo»na rozwa»a¢ wiele wariantów tego problemu, najprostszym z ni
h zakªadam, »e produ
ent

przekazuje informa
je bezpo±rednio do konsumenta. Jednak najbardziej popularnym jest wariant, w

którym pomi�dzy pro
esami istnieje n-elementowy bufor (taki, »e n>0). W tym przypadku, produ
ent

wstawia por
je informa
ji do niepeªnego bufora, a konsument pobiera informa
je z niepustego bufora.

Trze
i rozwa»any przypadek, to taki w którym bufor jest niesko«
zony, musimy wtedy zapewni¢, aby

opera
je konsumenta i produ
enta tak si� syn
hronizowaªy, »eby wzajemnie wyklu
za¢ pobieranie i

wstawianie do tego samego elementu bufora w tym samym 
zasie.

Efektywno±¢ przyj�tego rozwi¡zania jest ±
i±le powi¡zana z rozmiarem buforu i zale»na od 
zasu

produk
ji i konsump
ji dany
h. Kiedy ±redni 
zas produk
ji jest dªu»szy od ±redniego 
zasu konsump-


ji, bufor mo»e okaza¢ si� nieprzydany, poniewa» pro
es konsump
ji b�dzie pra
owaª na bie»¡
o. W

odwrotnym przypadku, gdy produk
ja za
hodzi szyb
iej od konsump
ji, bufor w pewnym momen-


ie okazuje si� by¢ za maªy. Kiedy ±rednie 
zasy produk
ji i konsump
ji s¡ równe, wielko±¢ bufora

dobierana jest w zale»no±
i od warian
ji ±redni
h 
zasów ty
h pro
esów.
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Ar
hitektura kodu omawianego w 
z�±
i prakty
znej mojej pra
y zostaªa oparta na problemie

produ
enta i konsumenta.

6.3.2 Problem 
zytelników i pisarzy/produ
ent konsument

Problem ten jest abstrak
j¡ problemu polegaj¡
ego na syn
hroniza
ji pro
esów, które korzystaj¡ ze

wspólnej bazy dany
h [16℄. Zatem 
zytelni
y oraz pisarze przynale»¡ do dwó
h grup 
ykli
zny
h, które

konkuruj¡ ze sob¡ o dost�p do 
zytelni. Ka»dy z 
zytelników mo»e korzysta¢ z 
zytelni, kiedy znajduje

si� w niej kto± poza nim - inny pro
es 
zytelnik. U pisarzy sprawa nie jest, a» tak prosta, poniewa» aby

korzysta¢ z 
zytelni potrzebuj¡ 
aªkowitej samotno±
i. Pro
es 
zytelnik odpowiada za od
zyt dany
h,

a pro
es pisarz za i
h dodawanie. Ponadto zakªadany, »e pro
esy s¡ sko«
zone. Reasumuj¡
, dane z

bazy dany
h mog¡ by¢ s
zytywane przez wiele pro
esów jedno
ze±nie, ale mody�kowa¢ je mo»e jeden

pro
es. Przedstawia si� trzy odr�bne rozwi¡zania tego problemu, dwa z ni
h zakªadaj¡ mo»liwo±¢

zagªodzenia pisarzy lub 
zytelników.

• Rozwi¡zanie z mo»liwo±
i¡ zagªodzenia pisarzy Jak zakªada problem, 
zytelni
y mog¡

w
hodzi¢ do 
zytelni kiedy znajduj¡ si� w niej inni przedstawi
iele tej grupy spoªe
znej, jed-

nak»e nie mog¡ do niej wej±¢ kiedy znajduje si� w niej pisarz. Kiedy 
zytelnia zaj�ta jest przez

pisarza, 
zytelni
y 
zekaj¡, a» stanie si� pusta. Podobnie pisarz, kiedy 
zytelnia jest zaj�ta przez


zytelników, musi za
zeka¢ na wej±
ie. Rozwi¡zanie zakªada, »e 
zytelni
y mog¡ na staªe za-

wªadn¡¢ 
zytelni¡, przez 
o pisarze zostaj¡ zagªodzeni, poniewa» nigdy nie do
zekali si� pustej


zytelni.

• Rozwi¡zanie z mo»liwo±
i¡ zagªodzenia 
zytelników Uznajemy, »e je±li pisarze 
h
¡ 
o±

napisa¢, nale»y da¢ im tak¡ mo»liwo±¢. Nie ma sensu, aby 
zytelni
y 
zytali przestarzaªe in-

forma
j�. Pisarze ustawiaj¡ si� w kolej
e do wej±
ia, 
zekaj¡
 a» 
zytelnia b�dzie pusta. W

momen
ie kiedy taki pisarz 
zeka, »aden 
zytelnik nie mo»e wej±¢ ju» do 
zytelni, poniewa»


h
emy, aby informa
je byªy jak najszyb
iej zaktualizowane. W momen
ie gdy 
zytelnia jest ju»

pusta, zajmuj¡ j¡ intensywnie pra
uj¡
y pisarze, w takiej sytua
ji mo»e doj±¢ do zagªodzenia


zytelników, poniewa» wystar
zy, »e jeden pisarz b�dzie 
zekaª w kolej
e i ju» wszys
y 
zytelni
y

maj¡ zablokowany dost�p do 
zytelni.

• Rozwi¡zanie poprawne Rozwi¡zanie zakªada, »e nie b�dziemy zagªadza¢ »adnej z grup pro-


esów. Zarówno 
zytelni
y jak i pisarze wpusz
zani s¡ do 
zytelni w kolejno±
i zgªosze«. Z uwagi

na to, »e 
zytelni
y mog¡ przebywa¢ w 
zytelni jedno
ze±nie, dlatego razem z 
zytelnikiem,

na którego przyszªa kolej wpusz
zani s¡ wszys
y inni 
zekaj¡
y 
zytelni
y. Takie rozwi¡zanie

zapewnia nam optymalne dziaªanie, w którym pro
esy nie zostan¡ zagªodzone.

Ten wzorze
 zostaª u»yty w 
aªkowaniu równa« ró»ni
zkowy
h na pªasz
zy¹nie zespolonej w pra
y

[1℄, na której si� opieram. Problem ten jest u»yte
zny zawsze, gdy zadanie mo»emy podzieli¢ na maªe

por
je, które mog¡ by¢ przetwarzane równolegle, a w naszym przypadku 
aªkowanie równania wzdªu»

zadanej drogi stanowi tak¡ niezale»n¡ por
j�.

6.3.3 Problem 5 �lozofów

Problem pi�
iu �lozofów jest sformuªowany w nast�puj¡
y sposób [16℄: Przy okr¡gªym stole siedzi

pi�
iu �lozofów. Ka»dy z ni
h rozmy±la, jednak mo»e robi¢ to tylko je±li jest najedzony. Na ±rodku

stoªu le»y du»y talerz ze spaghetti, a przed ka»dym z �lozofów pusty talerz i widele
 po lewej i

prawej stronie. Kiedy który± z �lozofów zgªodnieje si�ga po oba widel
e i je do syta. Takie za
howanie

sprawia, »e s¡siaduj¡
y my±li
iel nie ma dost�pu do dwó
h widel
ów, 
o jest warunkiem konie
znym
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do rozpo
z�
ia spo»ywania posiªku. Problem ten nie ma odzwier
iedlenia w rze
zywisto±
i jednak jest

on ±wietnym przykªadem do wyja±niania zjawiska blokady oraz zagªodzenia.

• Rozwi¡zanie z mo»liwo±
i¡ blokady Ka»dy z �lozofów post�puje wedªug ty
h samy
h zasad.

Je±li widele
 po jego lewej stronie jest wolny, to podnosi go i 
zeka, a» �lozof po prawej stronie

sko«
zy posiªek, »eby podnie±¢ widele
 po prawej stronie i za
z¡¢ je±¢. Po sko«
zonym posiªku

odkªada oba widel
e. W tym przypadku, ªatwo o blokowanie wszystki
h pro
esów, poniewa»

je±li ka»dy z �lozofów podniesie widele
 po swojej lewej stronie i b�dzie 
zeka¢ a» drugi widele


b�dzie wolny, to wszys
y �lozofowie pozostan¡ w stanie o
zekiwania.

• Rozwi¡zanie z mo»liwo±
i¡ zagªodzenia Opisany we w
ze±niejszym przykªadzie sposób po-

st�powania �lozofów mo»na ulepszy¢ o zasad�, »e �lozof podnosi widel
e tylko je±li oba s¡ wolne.

W tym przypadku mo»e si� okaza¢, »e s¡siedzi którego± z m�»
zyzn b�d¡ zainteresowani gªównie

jedzeniem i nigdy nie nast¡pi moment, w którym »aden z ni
h nie je. W tym przypadku �lozof

siedz¡
y pomi�dzy nimi zostanie zagªodzony.

• Rozwi¡zanie poprawne Okazuje si�, »e �lozofowie nie potra�¡ sami rozwi¡za¢ problemu od»y-

wiania si�, je±li b�d¡ obstawa¢ przy zaªo»eniu, »e ka»dy z ni
h ma takie same prawo do posiªku.

Potrzebny jest im lokaj, który b�dzie nadzorowaª u
zt�. W momen
ie kiedy 
ztere
h �lozofów

konkuruje o widel
e, problem blokowania oraz zagªodzenia znika. Dlatego zadaniem lokaja jest

powstrzymywanie jednego z �lozofów do momentu, a» pozostaªa 
zwórka sko«
zy posiªek.
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6.4 Prawo Amdahla

Prawo Amdahla [18℄ stosowane jest do osza
owania maksymalnego spodziewanego zwi�kszenia wy-

dajno±
i 
aªkowitej programu, w przypadku je±li tylko jaka± 
z�±¢ tego programu zostaªa ulepszona.

Prawo to reprezentowane jest przez nast�puj¡
y wzór:

S(n) =
T (n)

T (1)
=

1

B + 1
n (1−B)

, (6.4.0.1)

gdzie n jest li
zb¡ w¡tków do wykonania, T (n) 
zasem wykonania n w¡tków, a B jest propor
j¡

programu, który mo»e zosta¢ poddany zrównolegleniu. Prawo to zostaªo przedstawione na wykresie

6.1. Widzimy, »e zwi�kszenie li
zby pro
esorów w pewnym momen
ie nie ma ju» wpªywu na zwi�k-

szenie szybko±
i dziaªania programu. Dzieje si� tak, poniewa» wzrost szybko±
i dziaªania programów

równolegªy
h jest ograni
zony przez sekwen
yjny podziaª programu.

Rysunek 6.1: Wykres zale»no±
i wzrostu szybko±
i dziaªania programu od przyrostu li
zby pro
esorów

reprezentuj¡
y prawo Amdahla [20℄.
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Cz�±¢ II

Cz�±¢ prakty
zna
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Rozdziaª 7

Oprogramowanie

Jak wspominaªam w 
z�±
i teorety
znej rozwi¡zywanie równa« ró»ni
zkowy
h zwy
zajny
h za pomo
¡

funk
ji elementarny
h nie jest w prakty
e mo»liwe. Dlatego wa»nym zadaniem jest wybór odpowied-

ni
h metod, aby otrzyma¢ optymalne wyniki. Cz�±¢ prakty
zn¡ mojej pra
y stanowi rozwój oprogra-

mowania do szukania osobliwo±
i. Oprogramowanie postanowiªam rozszerzy¢ o metody numery
zne

opisane w 
z�±
i teorety
znej mojej pra
y.

7.1 Opis dziaªania oprogramowania

Sz
zegóªowy opis oprogramowania, znajduje si� w publika
ji [1℄, a kod ¹ródªowy dost�pny jest pod

adresem [24℄. Sposób dziaªania oprogramowania zostaª przedstawiony na s
hema
ie 7.1. Widzimy, »e

program zostaª zrównoleglony poprzez podziaª obli
ze« na w¡tki. Na po
z¡tku wyzna
zamy ±
ie»ki, po

który
h b�dziemy porusza¢ si� w pro
esie 
aªkowania. W oprogramowaniu zostaªy zaimplementowane

dwie wersj�, w pierwszej poruszamy si� po prostej ±
ie»
e, a w drugiej przyjmuje ona posta¢ spirali. S¡

one tworzone w obiek
ie SimplyConne
tedDomain, po 
zym zostaj¡ przekazane do pro
esu 
aªkowania,

który wykonywany jest równolegle przez funk
je Mapper. W tym miejs
u u»ywamy opisywany
h w

pra
y metod numery
zny
h. Zastosowana jest bariera syn
hroniza
yjna (poziome linie), za spraw¡

której wymuszamy peªne pobranie ±
ie»ki,48 po której 
aªkujemy przez konkretny w¡tek. Wyniki


aªkowania zapisywane s¡ w obiek
ie DomainSolution, do którego dost�p równie» jest kontrolowany

przez barier� syn
hroniza
yjn¡. Bariera zapewnia syn
hroniza
j� zapisu rozwi¡zania wzdªu» ±
ie»ki w


aªo±
i w kontenerze DomainSolution.

7.2 Metody numery
zne Rungego-Kutty

Pierwotna wersja oprogramowania posiadaªa zaimplementowan¡ metod� numery
zn¡ Rungego-Kutty

IV rz�du. Zaimplementowanie metod ni»szego oraz wy»szego rz�du miaªo da¢ nam informa
j� 
zy po-


z¡tkowo wybrana metoda byªa rozwi¡zaniem optymalnym. Dziaªanie programu zostaªo przetestowane

na przykªadzie równania ró»ni
zkowego zwy
zajnego b�d¡
ego uogólnieniem równania Lane-Emdena

wyst�puj¡
ego w astro�zy
e jako najprostszy model gwiazdy [22, 23℄

d2u(x)

dx2
+

α

x

du(x)

dx
+ xnu(x)p = 0. (7.2.0.1)

Z literatury [22, 23℄ wiemy, »e dla n = 1, rozwi¡zanie anality
zne (wokóª x = 0) tego równania

rozwi¡zanie posiada trzy ru
home osobliwo±
i rozªo»one na pªasz
zy¹nie zespolonej w pobli»u x = 0.

43
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Rysunek 7.1: S
hemat przedstawia równolegªo±¢ metody.[1℄

Wszystkie opra
owane metody dziaªaj¡ w podobny sposób. W funk
ji main zostaj¡ utworzone w¡tki

odpowiadaj¡
e za 
aªkowanie po ±
ie»ka
h.

thread_args[i℄.mapper = new Mapper( new Equation(),

new Initializer(), new Domain ( xLeftUp, xRightDown ),

new fixedRK4Stepper( new Equation(), 1000.0, 0.000001, 0.0001 ) );

Funk
ja �xedRK4Stepper, odpowiada za 
aªkowanie numery
zne i zwra
a nam warto±¢ true je-

±li krok jest dobry lub false w prze
iwnym razie. Przyjmuje zmienne odpowiadaj¡
e za deklara
je

równania, warto±¢ maksymaln¡, w której 
aªkowanie zostanie zatrzymane, 
zyli znaleziona zostanie

o
zekiwana osobliwo±¢, oraz warto±
i hmin i hmax. Dba o to, aby rozmiar kroku byª odpowiedni, to

zna
zy nie wi�kszy od ustalonego hmax i nie mniejszy od hmin.

7.2.1 Metody Rungego-Kutty II rz�du

Metoda Heun'a

W metodzie Heun'a obli
zenia numery
zne znajduj¡ si� w funk
ji RK2, która na wej±
ie przyjmuje

warto±
i: 
mplx x, 
ve
tor y, 
mplx h. Warto±¢ 
mplx x okre±la punkt po
z¡tkowy, 
mplx y po
z¡tkow¡

warto±¢ rozwi¡zania, a 
mplx h jest rozmiarem kroku. Funk
ja zwra
a nam wektor ytmp, b�d¡
y

rozwi¡zaniami 
aªkowania. Wykonane obli
zenia s¡ zgodne z opisanymi w 
z�±
i teorety
znej.


ve
tor rk2h::RK2( 
mplx x, 
ve
tor y, 
mplx h){

assert( y.size() == eq->getRank() + 1);


ve
tor k1( eq->getRank() + 1 );


ve
tor k2( eq->getRank() + 1 );


mplx xtmp;


ve
tor ytmp( eq->getRank() + 1 );

k1 = eq->derivs( x, y );

for( int i = 1; i < eq->getRank() + 1; i++ ){
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xtmp = x + h;

ytmp[i℄ = y[i℄ + h * k1[i℄;

}

k2 = eq->derivs( xtmp, ytmp );

for( int i = 1; i < eq->getRank() + 1; i++ ){

ytmp[i℄ = y[i℄ + h * ( k1[i℄/2.0 + k2[i℄/2.0);

}

return( ytmp );

};

Metoda punktu ±rodkowego

Metoda dziaªa analogi
znie do metody Rungego-Kuty 2 rz�du Heun'a.


ve
tor rk2ps::RK2p( 
mplx x, 
ve
tor y, 
mplx h){

assert( y.size() == eq->getRank() + 1);


ve
tor k1( eq->getRank() + 1 );


ve
tor k2( eq->getRank() + 1 );


mplx xtmp;


ve
tor ytmp( eq->getRank() + 1 );

k1 = eq->derivs( x, y );

for( int i = 1; i < eq->getRank() + 1; i++ ){

xtmp = x + h * 0.5;

ytmp[i℄ = y[i℄ + 0.5 * h * k1[i℄;

}

k2 = eq->derivs( xtmp, ytmp );

for( int i = 1; i < eq->getRank() + 1; i++ ){

ytmp[i℄ = y[i℄ + h * k2[i℄;

}

return( ytmp );

};
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Metoda Ralstona

Metoda ta równie» dziaªa na tej samej zasadzie 
o w
ze±niej opisane metody.


ve
tor rk2r::RK2ra( 
mplx x, 
ve
tor y, 
mplx h){

assert( y.size() == eq->getRank() + 1);


ve
tor k1( eq->getRank() + 1 );


ve
tor k2( eq->getRank() + 1 );


mplx xtmp;


ve
tor ytmp( eq->getRank() + 1 );

k1 = eq->derivs( x, y );

for( int i = 1; i < eq->getRank() + 1; i++ ){

xtmp = x + h * 3.0/4.0;

ytmp[i℄ = y[i℄ + 3.0/4.0 * h * k1[i℄;

}

k2 = eq->derivs( xtmp, ytmp );

for( int i = 1; i < eq->getRank() + 1; i++ ){

ytmp[i℄ = y[i℄ + h * (k1[i℄/3.0 + 2.0/3.0 * k2[i℄);

}

return( ytmp );

};

7.2.2 Metoda Rungego-Kutty III rz�du

Metoda trze
iego rz�du dziaªa podobnie do metod rz�du drugiego, w tym przypadku zwi�ksza si� li
zba

obli
ze«, poniewa» jak wynika ze wzoru wyst�puje tu dodatkowo poza zmiennymi k1 i k2, zmienna

k3.


ve
tor fixedRK3Stepper::RK3( 
mplx x, 
ve
tor y, 
mplx h){

assert( y.size() == eq->getRank() + 1);


ve
tor k1( eq->getRank() + 1 );


ve
tor k2( eq->getRank() + 1 );


ve
tor k3( eq->getRank() + 1 );


mplx xtmp;


ve
tor ytmp( eq->getRank() + 1 );

k1 = eq->derivs( x, y );
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for( int i = 1; i < eq->getRank() + 1; i++ ){

xtmp = x + 0.5 * h;

ytmp[i℄ = y[i℄ + 0.5 * h * k1[i℄;

}

k2 = eq->derivs( xtmp, ytmp );

for( int i = 1; i < eq->getRank() + 1; i++ ){

xtmp = x + h;

ytmp[i℄ = y[i℄ -k1[i℄*h + 2.0 * h * k2[i℄;

}

k3 = eq->derivs( xtmp, ytmp );

for( int i = 1; i < eq->getRank() + 1; i++ ){

ytmp[i℄ = y[i℄ + h * ( k1[i℄ + 4.0 * k2[i℄ + k3[i℄) / 6.0;

}

return( ytmp );

};

7.2.3 Metoda Rungego-Kutty IV rz�du

W tej metodzie równie» obli
zenia s¡ analogi
zne do metod poprzedni
h.


ve
tor fixedRK4Stepper::RK4( 
mplx x, 
ve
tor y, 
mplx h){

assert( y.size() == eq->getRank() + 1);


ve
tor k1( eq->getRank() + 1 );


ve
tor k2( eq->getRank() + 1 );


ve
tor k3( eq->getRank() + 1 );


ve
tor k4( eq->getRank() + 1 );


mplx xtmp;


ve
tor ytmp( eq->getRank() + 1 );

k1 = eq->derivs( x, y );

for( int i = 1; i < eq->getRank() + 1; i++ ){

xtmp = x + 0.5 * h;

ytmp[i℄ = y[i℄ + 0.5 * h * k1[i℄;

}

k2 = eq->derivs( xtmp, ytmp );

for( int i = 1; i < eq->getRank() + 1; i++ ){
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xtmp = x + 0.5 * h;

ytmp[i℄ = y[i℄ + 0.5 * h * k2[i℄;

}

k3 = eq->derivs( xtmp, ytmp );

for( int i = 1; i < eq->getRank() + 1; i++ ){

xtmp = x + h;

ytmp[i℄ = y[i℄ + h * k3[i℄;

}

k4 = eq->derivs( xtmp, ytmp );

for( int i = 1; i < eq->getRank() + 1; i++ ){

ytmp[i℄ = y[i℄ + h * ( k1[i℄ + 2.0 * k2[i℄ + 2.0 * k3[i℄ + k4[i℄ ) / 6.0;

}

return( ytmp );

};

7.2.4 Metoda Rungego-Kutty V rz�du

W metodzie tej wykorzystane jest najwi�
ej obli
ze«. Przewidujemy, »e zna
znie wydªu»y nam to 
zas

dziaªania, ale da najbardziej dokªadne przybli»enie.


ve
tor fixedRK5Stepper::RK5( 
mplx x, 
ve
tor y, 
mplx h){

assert( y.size() == eq->getRank() + 1);


ve
tor k1( eq->getRank() + 1 );


ve
tor k2( eq->getRank() + 1 );


ve
tor k3( eq->getRank() + 1 );


ve
tor k4( eq->getRank() + 1 );


ve
tor k5( eq->getRank() + 1 );


ve
tor k6( eq->getRank() + 1 );


mplx xtmp;


ve
tor ytmp( eq->getRank() + 1 );

k1 = eq->derivs( x, y );

for( int i = 1; i < eq->getRank() + 1; i++ ){

xtmp = x + 0.5 * h;

ytmp[i℄ = y[i℄ + 0.5 * h * k1[i℄;

}

k2 = eq->derivs( xtmp, ytmp );
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for( int i = 1; i < eq->getRank() + 1; i++ ){

xtmp = x + 0.5 * h;

ytmp[i℄ = y[i℄ + h * k1[i℄/4.0 + h * k2[i℄/4.0;

}

k3 = eq->derivs( xtmp, ytmp );

for( int i = 1; i < eq->getRank() + 1; i++ ){

xtmp = x + h;

ytmp[i℄ = y[i℄ - h * k2[i℄ + h * 2.0 * k3[i℄;

}

k4 = eq->derivs( xtmp, ytmp );

for(int i=1; i < eq->getRank() + 1; i++){

xtmp = x + 2.0/3.0 * h;

ytmp[i℄ = y[i℄ + 7.0/27.0 * h * k1[i℄

+ 10.0/27.0 * h * k2[i℄ + 1.0/27.0 * h * k4[i℄;

}

k5 = eq->derivs( xtmp, ytmp);

for(int i=1; i < eq->getRank() + 1; i++){

xtmp = x + 1.0/5.0 * h;

ytmp[i℄ = y[i℄ + 28.0/625.0 * h * k1[i℄ - 1.0/5.0 * h * k2[i℄

+ 546.0/625.0 * h * k3[i℄ + 54.0/625.0 * h * k4[i℄

- 378.0/625.0 * h * k5[i℄;

}

k6 = eq->derivs(xtmp, ytmp);

for( int i = 1; i < eq->getRank() + 1; i++ ){

ytmp[i℄ = y[i℄ + h * ( 1.0/24.0 * k1[i℄

+ 5.0/48.0 * k4[i℄ + 27.0/56.0 * k5[i℄

+ 125.0/336.0 * k6[i℄ );

}

return( ytmp );

};
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7.2.5 Metoda podwojonego kroku

Krok 
aªkowania w metodzie jest li
zony na bie»¡
o, przed obli
zeniem kolejny
h warto±
i ytmp. Je±li

delta jest ró»na od deltamax, to krok 
aªkowania wynosi h. W przypadku kiedy delta jest równa

deltamax, 
zyli warto±¢ jest bliska zeru, to krok z którym si� poruszamy jest podwajany.


ve
tor doublestep::RKds( 
mplx x, 
ve
tor y, 
mplx h) {

assert( y.size() == eq->getRank() + 1);


ve
tor k1( eq->getRank() + 1 );


ve
tor k2( eq->getRank() + 1 );


ve
tor k3( eq->getRank() + 1 );


ve
tor k4( eq->getRank() + 1 );


mplx xtmp;


ve
tor ytmp( eq->getRank() + 1 );


mplx delta = (0.0,0.0);


mplx deltamax=(0.0,0.0);

for( int i = 1; i < eq->getRank() + 1; i++ ){

if(delta != deltamax){

k1 = eq->derivs( x, y );

xtmp = x + 0.5 * h;

ytmp[i℄ = y[i℄ + 0.5 * h * k1[i℄;

k2 = eq->derivs( xtmp, ytmp );

xtmp = x + 0.5 * h;

ytmp[i℄ = y[i℄ + 0.5 * h * k2[i℄;

k3 = eq->derivs( xtmp, ytmp );

xtmp = x + h;

ytmp[i℄ = y[i℄ + h * k3[i℄;

k4 = eq->derivs( xtmp, ytmp );

ytmp[i℄ = y[i℄ + h * ( k1[i℄ + 2.0 * k2[i℄ + 2.0 * k3[i℄ + k4[i℄ ) / 6.0;

}else{

h=h*2.0;

k1 = eq->derivs( x, y );

xtmp = x + 0.5 * h;

ytmp[i℄ = y[i℄ + 0.5 * h * k1[i℄;

k2 = eq->derivs( xtmp, ytmp );

xtmp = x + 0.5 *h;

ytmp[i℄ = y[i℄ + 0.5 *h * k2[i℄;
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k3 = eq->derivs( xtmp, ytmp );

xtmp = x + h;

ytmp[i℄ = y[i℄ + h * k3[i℄;

k4 = eq->derivs( xtmp, ytmp );

ytmp[i℄ = y[i℄ + h * ( k1[i℄ + 2.0 * k2[i℄ + 2.0 * k3[i℄ + k4[i℄ ) / 6.0;

}

delta =ytmp[i℄-ytmp[i-1℄;

}

return( ytmp );

};
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7.3 Wyniki

7.3.1 Czas dziaªania

Porównuj¡
 zaimplementowane metody 
h
ieliby±my dowiedzie¢ si�, która z ni
h jest optymalna.

Pierwszym kryterium wyboru jest porównanie 
zasu dziaªania posz
zególny
h metod. W kodzie wyko-

rzystaªam funk
j� 
lo
k() z biblioteki time.h, odpowiadaj¡
¡ za pobieranie 
zasu systemowego. Zostaªo

to zrealizowane w nast�puj¡
y sposób:

#in
lude <
time>

...

//pobieramy 
zas po
z¡tkowy


lo
k_t begin = 
lo
k();

for(int i=0; i<NUM_THREADS; ++i ){

thread_args[i℄.mapper = new Mapper( new Equation(),

new Initializer(), new Domain ( xLeftUp, xRightDown ),

new fixedRK4Stepper( new Equation(), 1000.0, 0.000001, 0.0001 ) );

thread_args[i℄.paths = & paths;

thread_args[i℄.domainSolution = & domainSolution;

thread_args[i℄.mutexRead = mutexReadTmp;

thread_args[i℄.mutexWrite = mutexWriteTmp;

thread_args[i℄.threadNr = i;


out << "MAIN :: 
reating thread " << i << endl;

retCode = pthread_
reate(&threads[i℄, NULL, TaskCode, (void *) &thread_args[i℄);

assert(0 == retCode);

}

for(int i=0; i<NUM_THREADS; ++i){

retCode = pthread_join(threads[i℄, NULL);

delete thread_args[i℄.mapper;


out << "MAIN :: join of thread " << i << endl;

assert(0 == retCode);

}

//pobieramy 
zas ko«
owy oraz wyli
zamy 
zas dziaªania metody


lo
k_t end = 
lo
k();

double elapsed_se
s = double(end - begin) / CLOCKS_PER_SEC;


out << "Czas dziaªania metody:" << elapsed_se
s;

...

Wyniki pomiaru 
zasów dziaªania posz
zególny
h metod prezentuje tabela (7.2). We wszystki
h

metoda
h zastosowali±my takie same dane po
z¡tkowe (hmin=0.000001, hmax=0.0001), aby otrzy-

mane wyniki daªy nam obiektywne porównanie 
zasów dziaªania metod:
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Nazwa metody Heun'a Punktu Ralstona RK3 RK4 RK5 Podwojonego

±rodkowego kroku

Czas dziaªania [s℄ 178.581 178.015 183.177 250.068 306.894 480.593 469.452

Rysunek 7.2: Tabela zawiera zestawienie 
zasów dziaªania posz
zególny
h metod.

Tak jak si� spodziewali±my, metody ni»szy
h rz�dów ze wzgl�du na mniejsz¡ li
zb� obli
ze« dziaªaj¡

szyb
iej.
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7.3.2 Wykresy

Przy odpowiednio maªym kroku 
aªkowania ka»da z metod zadziaªaªa poprawnie, pokazuj¡
, »e równa-

nie posiada trzy osobliwo±
i i wykresy s¡ na pozór identy
zne. Jednak w przypadku kiedy zastosujemy

du»y rozmiar kroku, osza
owania numery
zne dla metod ni»szy
h rz�dów okazuj¡ si� by¢ niedokªadne,

a w kryty
zny
h przypadka
h nie odszukamy osobliwo±
i. Poni»ej zamiesz
zam zestawienie wykresów.
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Rysunek 7.3: Zestawienie wykresów dla posz
zególny
h metod przy doborze warto±
i po
z¡tkowy
h

hmin=0.000001, hmax=0.0001. Na rysunku (a) Metoda Rungego-Kutty 2 rz�du Heun'a, (b) Metoda

Rungego-Kutty 2 rz�du punktu ±rodkowego, (
) Metoda Rungego-Kutty 2 rz�du Ralstona, (d) Metoda

Rungego-Kutty 3 rz�du, (e) Metoda Rungego-Kutty 4 rz�du, (f) Metoda Rungego-Kutty 5 rz�du, (g)

Metoda podwojonego kroku.
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Rysunek 7.4: Zestawienie wykresów dla posz
zególny
h metod dla warto±
i po
z¡tkowy
h hmin=0.001

hmax=0.01. Na rysunku (a) Metoda Rungego-Kutty 2 rz�du Heun'a, (b) Metoda Rungego-Kutty 2

rz�du punktu ±rodkowego, (
) Metoda Rungego-Kutty 2 rz�du Ralstona, (d) Metoda Rungego-Kutty

3 rz�du, (e) Metoda Rungego-Kutty 5 rz�du, (f) Metoda podwojonego kroku.
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Rozdziaª 8

Podsumowanie

W pra
y zostaªa opisana teoria osobliwo±
i nieliniowy
h równa« ró»ni
zkowy
h zwy
zajny
h, a tak»e

metody numery
zne 
aªkowania taki
h równa« na pªasz
zy¹nie zespolonej. Wybrane metody zostaªy

zaimplementowane w kodzie opisanym w 
z�±
i prakty
znej.

Okazuje si�, »e przy dobrym doborze rozmiaru kroku, 
zyli przy wyborze maªego kroku, rezultaty

s¡ bardzo podobne. Wszystkie metody pozwoliªy nam na odszukanie osobliwo±
i, a zatem wszystkie

dziaªaj¡ poprawnie. Mo»emy wy
i¡gn¡¢ wniosek, »e w takim przypadku nie mamy potrzeby u»ywania

metod wy»szy
h rz�dów ni» drugiego, a
zkolwiek nie jest to najbardziej wydajne rozwi¡zanie. Okazuje

si�, »e metody niski
h rz�dów przy u»y
iu wi�kszego rozmiaru kroku zawodz¡ i daj¡ nam wyniki, które

bardzo odbiegaj¡ od rze
zywisto±
i.
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