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Streszczenie

Postep technologiczny na przelomie XX i XXI wieku umozliwit szybki rozwdj
komputeréw i pozwolit miedzy innymi na zwiekszenie ich mocy obliczeniowej,
zmniejszenie gabarytéw oraz spadek ceny. Komputery oparte na klasycznym podejsciu
do informacji nie sa w stanie rozwiaza¢ szybko i wydajnie 'ztozonych' probleméw
obliczeniowych takich jak na przyklad faktoryzacja liczb naturalnych oraz
wyszukiwanie okreslonego elementu w nieuporzadkowanej bazie danych. Jednak
komputery kwantowe oparte o zasady mechaniki kwantowej sa w stanie rozwiazac te
problemy efektywnie.

W pracy opisano implementacje, na komputerze klasycznym w oparciu o symulacje
bramek kwantowych, algorytmu Grovera do przeszukiwania bazy danych, ktory
pozwala na kwadratowe przyspieszenie czasu wykonania zadania wzgledem
algorytmow klasycznych. Program napisany w jezyku Python zostal z powodzeniem
uzyty do przeszukania zbioru danych. Przedstawiona zostata rGwniez implementacja dla

komputera kwantowego IBM Q.

Abstract

Technological progress at the turn of the 20" and 21* centuries enabled rapid computers
development and allowed to enhance their computing power, reduce size and decrease
prices. Computers based on classical information are not able to solve many present
'difficult’ computing problems like for example prime factorization or searching of
specific element in unsorted database quickly and efficiently. However, quantum
computers based on quantum mechnics can solve such problems effectively.

In this thesis Grover’s algorithm implementation on classical computer was
desrcibed in order to search database. The algorithm speeds up the task by square root
comparing to classical algorithms. Code written in Python was successfuly used to

search dataset. Implementation for IBM Q quantum computer was also presented.



Wyjasnienie uzytych skrotow i nazw

ACID — Atomicity, Consistency, Isolation, Durability

CERN — Europejska Organizacja Badan Jadrowych

CMOS - Complementary Metal-Oxide—Semiconductor

CPU - Central Processing Unit

DBMS — Database Management System

GIS — Geographic Information System

NASA — Narodowa Agencja Aeronautyki i Przestrzeni Kosmicznej rzadu USA
PC — Personal Computer

Python —wysokopoziomowy jezyk programowania ogélnego przeznaczenia
SQL — Structured Query Language

SZBD - System Zarzadzania Bazq Danych



Cel, zakres i metodyka pracy

Celem pracy jest implementacja kwantowego algorytmu Grovera i zastosowanie go do
przeszukania bazy danych. Platformg uruchomieniowq bedzie komputer klasyczny
klasy PC, a Srodowiskiem uruchomieniowym bedzie jezyk programowania Python,
w ktorym zostanie zasymulowane dzialanie komputera kwantowego oraz wykonanie
omawianego algorytmu. Na potrzeby projektu wygenerowany zostanie prosty zbiér
danych, ktory nastepnie bedzie przeszukiwany za pomoca algorytmu Grovera.
W rzeczywistej implementacji nalezaloby sprzac baze danych z komputerem
kwantowym.

W czesci teoretycznej przedstawione zostang podstawowe zagadnienia informatyki
klasycznej oraz kwantowej — opisany zostanie sposéb przechowywania danych oraz
wykonywania operacji. Wyjasniona zostanie zasada dzialania kwantowego algorytmu
Grovera oraz jego zastosowanie, a takze istota systemow bazodanowych.

Czes¢ praktyczna zawiera¢ bedzie opis wykonanej pracy implementacyjnej oraz
prezentacje i dyskusje otrzymanych rezultatow. Omodwione zostanie zagadnienie,
a takze zaproponowane podejscie do jego rozwiazania. W jezyku Python zostanie
zaimplementowana logika komputera kwantowego — bramek kwantowych, a takze
przedstawione zostanie dzialanie algorytmu Grovera. Przedstawiona zostanie rowniez
implementacja algorytmu dla komputera kwantowego IBM Q.

Niniejsza praca ma interdyscyplinarny charakter — poruszy zagadnienia z zakresu

informatyki, fizyki oraz matematyki.



I. Czesc teoretyczna

1. Wstep

Jednym 2z probleméw, czesto spotykanym we wspotczesnej informatyce jest
wyszukiwanie, w strukturze zawierajacej dane, elementow o okreSlonym wzorcu.
W zaleznosci od liczby informacji jakimi dysponujemy na temat kolekcji, mozna
postuzy¢ sie wieloma algorytmami w celu szybszego osiggniecia rezultatu.
Wiasnosciami, ktore wplywaja na szybkos¢ rozwigzania problemu sg miedzy innymi:
uporzadkowanie, zgrupowanie oraz unikalnos¢ danych.

W przypadku nieposortowanego zestawu danych (struktura taka czesto nazywana
jest lista), na temat ktorego nie dysponujemy zadna dodatkowa wiedza, jednym
rozwigzaniem jest sprawdzenie wszystkich jego elementow po kolei. Wigze sie to
z wysoka, liniowa, ztozonoscia obliczeniowa algorytmu réwna O|n|, gdzie n jest liczba
danych w zestawie[l]. Zatem zlozonoSC jest wprost proporcjonalna do rozmiaru
przeszukiwanego zbioru danych. W sytuacji, gdy nie posiadamy zadnej dodatkowej
informacji o bazie danych, jest to jedyna droga rozwigzania problemu.

Inne podejscie do rozwigzania tego problemu umozliwia informatyka kwantowa,
ktora w XXI wieku dynamicznie rozwija sie zarowno w obszarze teoretycznym jak
i praktycznym. W 1996 roku Lov Grover[2] przedstawil algorytm kwantowy
przeszukiwania nieuporzadkowanej bazy danych w poszukiwaniu okreslonego
elementu. Pozwala on na wyznaczenie pozycji elementu o danej wilasSciwosci
w zadanym zbiorze danych. Zlozonos¢ czasowa tego algorytmu jest rowna O(v‘lﬁ),
umozliwia zatem kwadratowe przyspieszenie czasu wykonania operacji wzgledem
algorytméw wykonywanych na komputerach klasycznych. Algorytm kwantowy
wyszukiwania moze byc¢ takze uzyty jako podprogram bardziej ztozonych algorytmow
kwantowych.

W kolejnym rozdziale opisane zostang podstawowe zagadnienia wspoOtczesnej

informatyki.



2. Podstawy informatyki

Informatyka jest interdyscyplinarng dziedzing nauki zajmujaca sie informacjq oraz jej
przetwarzaniem. Jej nieodlaczng czeS¢ stanowia obecnie komputery, przy uzyciu
ktorych takie przetwarzanie najczesciej sie odbywa. Wraz z postepem technologicznym
i wzrostem liczby uzytkownikéw komputeréw, nauka ta rozwinela sie bardzo szybko

i nadal dynamicznie rozwija.

2.1. Nosnik informacji

Podstawowym pojeciem zwigzanym z przetwarzaniem informacji jest jej nosnik —
przedmiot fizyczny umozliwiajacy zapisanie informacji oraz jej pdzniejsze
odczytanie[3]. Informacje mozemy rozumie¢ jako wynik oddzialywania/odpytania
zrodta. Kazda taka odpowiedZ mozemy zakodowac uzywajac elementéw zbioru
nazywanego alfabetem A . W przypadku informacji binarnej alfabet sklada sie
z dwoch elementéw - zazwyczaj jest to A=[0,1} . Poszczegdlne elementy nazywajq
sie bitami (b). Wéwczas informacja zakodowana w sekwencji bitéw jest sekwencja
odpowiedzi na pytania, w ktérych wynikiem moze by¢ jedna z dwoch odpowiedzi,
np. Tak i Nie, stowarzyszone z 0 i 1 z alfabetu. Wspoétczesne komputery postuguja sie
takim sposobami binarnym zapisu informacji. Bit przyjmuje wylacznie jedng umowng
warto$¢: 0 lub 1; jest to odpowiednik dwoch stanéw znanych z logiki: prawdy i fatszu.
Kodowanie informacji w uktadach elektronicznych mozliwe jest przez wybranie
dwoch rozréznialnych wartosci parametru stuzacego do reprezentacji bitu. Mogg to by¢
na przyklad dwa rézne stany napiecia lub natezenia pradu, magnetyzacji lub natezenia
Swiatta. W obwodach logicznych opartych na technologii CMOS[4] do reprezentacji
bitu uzywa sie dwoch przedziatow napiec: wysokiego oraz niskiego. Wartos¢ potencjatu
elektrycznego stanu wysokiego, w stosunku do uziemienia, jest zawsze wieksza niz

stanu niskiego.



Stan wysoki
3,5V <U<5,5V
Stan niski
-0,5V<U<1,5V
.
t

Rysunek 1. Dwa poziomy napiecia, stuzqce do reprezentacji bitu
(przyktad dla uktadu CMOS).

Komorki pamieci, ktére sa w stanie przechowywac jeden bit, organizowane sa w ciag
zdolny do przechowywania kilku bitow i nazywane sa rejestrami. Rejestr zdolny
pomiescic N  bitow przechowuje elementy =z iloczynu kartezjanskiego
AY=AXAX.. XA .
Jednostka opisujaca 8 bitdow jest 1 bajt (1 B). Bajt umozliwia zapisanie
n—1

Z 2'=2"—1 unikalnych wartoéci wiekszych od zera. Jeden bajt pozwala zatem na
i=0

przedstawienie liczby z przedziatu (0,255) [5].

1 bajt

Rysunek 2. Reprezentacja 1 bajtu.

Bajt oraz jego wielokrotnosci uzywany jest obecnie do opisu miary wielkosci

pamieci. Najcze$ciej spotykanymi obecnie jednostkami pamieci sa: 1KB=10’B ,



1MB=10°B oraz 1GB=10°B . Poza przedrostkami jednostek miar ukladu SI,
w informatyce stosuje sie réwniez przedrostki dwéjkowe o mnozniku 2'°=1024

(zamiast 10°=1000 ), na przyktad: 1KiB=2""B oraz 1GiB=2"B [6].

2.2. Logika ukladéw cyfrowych

Ze wzgledu na odpowiednio$¢ pomiedzy literami alfabetu A={0,1} , a warto$ciami
logicznymi Prawda i Falsz mozemy zaadoptowac logiczne operacje na gruncie

informatyki i elektroniki.
Do ujecia logiki w sposob algebraiczny uzywa sie algebry Boole’a[7]. Jest to rodzaj

algebry abstrakcyjnej, zdefiniowany w nastepujacy sposéb:

B=(b,A,v,=,0,1) ,

gdzie:

b - zbiér;

A,V - operacje dwuargumentowe na elementach b ;

- - negacja,

0,1 - wyréznione elementy zbioru b , spehlniajace nastepujgce prawa dla

wszystkich x,y,z€b :

}acznosci xV(yvz)=(xvy)vz xA(ynz)=(xAy)Az
przemiennosci XVYy=yvx XNYy=YAX
absorpcji xV(xAy)=x XA(xVy)=x
tozsamosci xV0=x xA1=x
rozdzielno$ci x\/(y/\z):(x\/y)/\(x\/z) x/\(y\/z):(x/\y)\/(x/\z)
pochlaniania xVox=1 xA-x=0

W logice (bedacej przykladem algebry Boole’a) operacje koniunkcji, alternatywy

i negacji zdefiniowane sa w nastepujacy sposéb:



[. koniunkcja A:AXA-=>A jest funkcja dwuargumentowa okreslong nastepujaco
(funkcja min() wybiera minimalng warto$¢ x,y traktujac elementy/symbole

0 (falsz) i 1 (prawda) jako liczby catkowite):

XA y=min(x,y)

Tablica prawdy:
X y XAy
0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

II. alternatywa V:AXA->A jest funkcja dwuargumentowa prawdziwa, wtedy

i tylko wtedy gdy co najmniej jeden z argumentow jest prawdziwy.

Tablica prawdy:

X y XVy
0 0
1 0 1
0 1 1
1 1 1
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III. negacja —:A->A jest funkcja jednoargumentowa okreslona nastepujaco (tutaj
réwniez 0 oraz 1 traktujemy jako liczy naturalne, w ktorych jest zdefiniowana

operacja odejmowania):

x=1—x .
Tablica prawdy:
X =X
0 1
1 0

Trzy powyzsze operacje pozwalaja odtworzy¢ wszystkie inne operacje uzywane
w logice[8].

Uklady elektroniczne realizujace wyzej wymienione operacje nosza nazwe bramek
logicznych. Bramki o jednym wejsciu i wyjSciu noszgq nazwe jednobitowych. Bramki
majgce wiecej wejs¢ i wyjs¢ nazywamy wielobitowymi, np. AND lub OR. Warunkiem
koniecznym do odwracalnoSci wykonanej operacji jest odwracalnos¢ funkcji logicznej
realizowanej przez dang bramke.

Jedng z najprostszych bramek logicznych jest bramka NOT, posiadajaca tylko jedno
wejscie oraz jedno wyjscie i realizujgca operacje negacji. Bramka NOT jest odwracalna,

gdyz definiuje bijekcje pomiedzy wejSciem i wyjSciem.

>

Rysunek 3: Symbol bramki NOT.

Bramki mozemy }aczy¢ ze soba spinajac wyjscia bramek z wejsciami innych. To
umozliwia tworzenie skomplikowanych elementow bedacych czeSciami kazdego

elektronicznego komputera.
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Algorytm jest sposobem wykonania konkretnego zadania zapisanym w postaci
jednoznacznych krokéw. Algorytm przelozony na jezyk zrozumialy dla komputera -
program, moze by¢ wykonany przez komputer. Program ten jest wykonywany poprzez
operacje na bramkach logicznych. Wspoiczesne komputery, zbudowane w oparciu
o architekture von Neumannal[9], wykonuja obliczenia przy pomocy jednostki
centralnej (CPU). W sklad CPU wchodzi jednostka sterujaca, ktéra nadzoruje
wykonanie algorytmu/programu, oraz jednostka arytmetyczno-logiczna wykonujaca
obliczenia[10].

Architektura von Neumanna realizuje koncepcje sktadowania programu i danych we
wspoOlnej pamieci, a przez to komputer moze byC uniwersalny - latwo
przeprogramowany do wykonywania nowego zadania. Poprzednie architektury miatly
rozdzielone miejsca w ktérych skladowano dane i programu, a czesto programy byly

'ustawiane' przez manualng zmiane potaczen elektronicznych komputera.

Pamie¢

TN
7~

Jednostka sterujgca [P Jednostka .
arytmetyczno-logiczna

Za
.

Wejscie Wyjscie

Rysunek 4: Architektura von Neumanna.

Wyrézniamy kilka paradygmatoéw pisania programow. NajczeSciej stosowanym jest
paradygmat imperatywny, w ktorym specyfikujemy jakie operacje komputer ma
wykona¢ aby wyprodukowa¢ wynik algorytmu. Jest to paradygmat najczesciej
wykorzystywany we wspotczesnych, popularnych w zastosowaniach jezykach
programowania. Innym podejsciem jest paradygmat deklaratywny, w ktorym program

sklada sie z opisu tego, co chcemy otrzymac¢, natomiast komputer (na ktorym dziata

12



interpreter jezyka) ma to zadanie za nas wykonac. Ten paradygmat wymaga stworzenia
narzedzia do interpretacji zadan. Ostatnim paradygmatem jest paradygmat funkcyjny,
w ktéorym program jest ciggiem wywolan (matematycznych) funkcji na danych
wejsciowych. Ten paradygmat ma solidne podstawy matematyczne i jest

wykorzystywany najczesciej w zadaniach ‘trudnych’ i rozwazaniach teoretycznych.

2.3. Zlozonosc¢ obliczeniowa

Do opisu efektywnos$ci algorytmu stosuje sie pojecie ztozonosci obliczeniowej,
okreslajac ilos¢ zasobow potrzebnych do wykonania obliczen[11][12]. W przypadku
czasowej zlozonosci obliczeniowej — liczbe wykonanych operacji podstawowych
w zaleznoSci od rozmiaru danych wejSciowych, a w przypadku zlozonoSci
pamieciowej — iloS¢ pamieci wykorzystanej do wykonania obliczen. Do zapisu
zlozonosci obliczeniowej algorytméw stosuje sie notacje duiego O, ktora

asymptotycznie opisuje jak zachowuje sie funkcja w konkretnej granicy:

f(x)=0(g(x)), dla x>a,

wtedy i tylko wtedy, gdy:

lim sup

Xx=a

Zazwyczaj ‘a’ jest przyjmowane jako nieskonczonos$¢ w obliczeniach ztozonoSci. Za
jej pomoca oszacowa¢ mozna mozliwy czas wykonania danego algorytmu lub
maksymalne zapotrzebowanie na zasoby w trakcie jego dziatania.

Przykladowo dla nieuporzadkowanej listy zawierajacej N unikalnych elementéw,
w najgorszym przypadku, gdy poszukiwany element jest ostatnim elementem listy,
musimy odczyta¢ i porownac¢ ze wzorcem wszystkie elementy zbioru - zlozono$¢
obliczeniowa jest réwna O(N). Zatem algorytm skaluje sie liniowo w stosunku do
wielkosci listy N.

Warto zauwazy¢, ze notacja O nie uwzglednia czynnikéw stalych, na przykiad

O(2N)=0(N), a takze cztonéw nizszego rzedu np. O(N*)=0O(N’+2N).

13



3. Baza danych

Baza danych jest zbiorem wzajemnie powigzanych ze soba informacji, stuzacym do
przechowywania okreslonych danych, czesto o podobnym do siebie charakterze.
Rozwiazanie to jest znane i stosowane od dawna. Zanim powstaly elektroniczne bazy
danych, rézne instytucje posiadaty zbiory najczesciej w formie papierowej, na przyktad
urzedy, biblioteki itp. Wraz z postepem technologicznym i cyfryzacja spoleczenstwa
tradycyjne bazy danych zaczeto zastepowac elektronicznymi systemami.

W ujeciu informatycznym baza danych to zbior materiatéw cyfrowych zapisanych
zgodnie z okreSlonymi regulami, kontrolowany przez dedykowany program
komputerowy — tak zwany system zarzadzania baza danych, w skrocie SZBD
(ang. DBMS - Database Management System), pozwalajacy na zapis, odczyt oraz
modyfikacje danych. Shuizy on do zarzadzania i obstugi bazy danych, czyli
wykonywania operacji takich jak miedzy innymi tworzenie nowych elementow
w obrebie bazy oraz manipulowanie danymi. Systemy zarzadzania baza danych
odpowiada za mechanizmy do odczytu, definiowania i dodawania nowych danych,
a takze edycji lub usuwania istniejgcych[13]. Operowanie na danych odbywa sie
poprzez wykonywanie zapytan bazodanowych. Tworzone zapytania nazywane sg
kwerendami. System zarzadzania baza danych moze réwniez odpowiada¢ za
monitorowanie wydajno$ci bazy oraz administracje dostepem do danych.

W celu sprostania zrdéznicowanym wymaganiom dotyczacym funkcjonalnos$ci
systemu bazodanowego, powstalo wiele systeméw baz danych, oferujacych okreslone
mozliwosci. Z technologicznego punktu widzenia, wsrdd najpopularniejszych rodzajow
baz danych mozna wyr6zni¢ nastepujace rodzaje baz danych:

* relacyjne - dane majq strukture tabel powigzanych relacjami; obecnie

najpopularniejszy typ baz danych; jezykiem komunikacji z taka baza jest SQL,

* nierelacyjne (ang. NoSQL) - dane nie majg wyraznej struktury,

» grafowe - powigzanie danych przedstawione jest za pomoca grafow,

* obiektowe - baza przechowuje obiekty - instancje klas;

* obiektowo-relacyjne - obiekty sa skladowane w strukturze relacyjnej bazy

danych.
Umozliwiajq one, w zaleznosci od dostarczanego rozwiazania, przechowywanie danych

w réznych strukturach powigzanych w odmienny sposéb.
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Najpopularniejszym rodzajem bazy danych jest baza relacyjna[14]. Dane wewnatrz
bazy zapisywane sa w formie powigzanych relacjami tabel, ktére zawieraja informacje
(encje) o okreslonym przez kolumne charakterze i typie. Ponizej przedstawiona zostata

przykladowa tabela, zawierajgca liste kontaktow:

Telefon Imie Nazwisko
808080 Jan Kowalski
505050 Anna Nowak
707070 Maria Lewandowska
606060 Dariusz Wisniewski

Najpopularniejszym jezykiem do tworzenia zapytan bazodanowych jest deklaratywny
jezyk SQL, bedacy rowniez oficjalnym miedzynarodowym standardem[15]. W oparciu
o powyzsza tabele kontaktéw, przykladowe zapytanie zwracajace informacje

o posiadaczu wyszczegblnionego numeru telefonu, mozna zapisa¢ w postaci:

SELECT Imie, Nazwisko FROM kontakty WHERE Telefon = 606060; .

Wynikiem powyzszego zapytania bedzie Imie i Nazwisko rekordéw, dla ktorych wartos¢
pola Telefon jest réwna 606060.

W celu ulatwienia referencji do danych czesto do tabeli dodaje sie pole z unikalnym
identyfikatorem, badz uzywa jednego =z istniejacych p6l jako identyfikatora.
W relacyjnych bazach danych jednoznaczna pole jednoznacznie identyfikujace
wiersz/rekord nazywa sie kluczem gtownym.

Integralng czescig kazdej relacyjnej bazy danych jest jej model logiczny - schemat,
ktéry definiuje tabele oraz relacje pomiedzy nimi. W celu unikniecia powtarzania sie
tych samych informacji wewnatrz bazy, relacje projektuje sie zgodnie z pierwsza, druga
oraz trzecig postacia normalng[16]. Jako przyklad, ponizej przedstawiony zostat
schemat prostej bazy danych, skladajacej sie z trzech tabel, w ktérych zawarte sa

informacje o klientach, kontach i transakcjach bankowych.
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Klienci

Adres

Imie
Nazwisko
Numer Klienta

Telefon

11
1

Konta

Numer Klienta

Numer konta

Transakcje

Data
Kwota
Numer konta

Numer transakgji

Saldo

Rysunek 5. Przyktadowy schemat logiczny relacyjnej bazy danych.

Sekwencja operacji modyfikujacych zawartos¢ bazy danych agreguje sie w postaci
transakcji, przy czym kazdy taki zbidr jest niepodzielny, to znaczy muszg zostac
wykonane wszystkie zdefiniowane w nim operacje lub zadna z nich. Zasady, jakie
powinna spelia¢ kazda transakcja, definiuja reguly ACID (ang. Atomicity,
Consistency, Isolation, Durability) — niepodzielnosci, spdjnosci, izolacji i trwatosci.
Dotyczq one nie tylko operacji pojedynczej transakcji, ale takze zaleznosSci pomiedzy
roznymi transakcjami. Wiekszos¢ wspoétczesnych SZBD wspiera, w réznym stopniu,
operacje w postaci transakcji.

W obrebie bazy moze by¢ zdefiniowana takze dodatkowa warstwa dostepu do
danych poprzez elementy takie jak na przyktad: widoki, procedury skladowane
i wyzwalacze. Ulatwiaja one wykonywanie predefiniowanych operacji na bazie danych

i umozliwiaja na przyklad automatyzacje zadan oraz kontrolowane ograniczenie

dostepu do danych.
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3.1. Zastosowanie

W zalezno$ci od zastosowanego systemu zarzadzania baza danych oraz jego
przeznaczenia w bazie moga znajdowac sie rézne typy danych, takich jak na przyklad:
dane liczbowe, dane znakowe oraz bardziej zlozone struktury, na przykiad: obrazy,
utwory dzwiekowe, pliki, dane Systemu Informacji Geograficznej itp. Z punktu
widzenia informatyki nie jest istotny charakter przechowywanych danych tylko ich typ.

Elektroniczne bazy danych sg obecnie powszechnie stosowane w systemach
informatycznych. Na og6t stanowia one okreslong cze$¢ wiekszych, bardziej ztozonych,

systemow informatycznych takich jak aplikacje czy strony internetowe.

System informatyczny

System
zarzgdzania
baza danych

¢ Uzytkownik

Baza o
danych Aplikacja <)

</>

Rysunek 6. Diagram systemu informatycznego zawierajqcego baze danych.

Bazy danych umozliwiaja przechowywanie réznych treSci, na przyktad informacji
odnosnie zbioru ksiazek i czytelnikow w bibliotece, listy oferowanych artykulow
w sklepie internetowym, historii transakcji w systemie bankowym czy danych

geograficznych (systemy GIS).
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4. Informatyka kwantowa

Jako rozwiniecie dotychczas istniejacego dziedziny nauki - informatyki, poprzez
polaczenie jej z mechanika kwantowa zapoczatkowano ere informatyki kwantowej,
ktora obecnie dynamicznie sie rozwija. Idee obliczen kwantowych, jako pierwszy,
zaprezentowatl w 1982 roku Richard Feynman w swojej pracy[17] poSwieconej teorii
symulacji zjawisk fizycznych przy pomocy komputera i koncepcji nowego rodzaju
maszyny, zdolnego do efektywnej symulacji zjawisk kwantowych.

Dzieki wykorzystaniu zjawisk kwantowych zamiast praw klasycznych i zastapieniu
tradycyjnych ukladow ukladami kwantowymi mozliwe jest zastosowanie nowej
elementarnej jednostki informacji — kwantowego bitu, zwanego kubitem, ktdry moze
by¢ realizowany przez dowolny kwantowy uklad dwustanowy. W przeciwienistwie do
klasycznego bitu, nowa jednostka moze przyjmowaC wiecej niz tylko dwa stany -
unormowang zespolong kombinacje liniowa dwoéch stanow bazowych, tzn. wszystkie
mozliwe stany takiego ukladu lezg na sferze Blocha[18]. Dzieki temu zamiast dwoch
standw klasycznych mamy mozliwos$¢ uzycia nieprzeliczalnej liczby punktéw na sferze
Blocha jako stanow.

W ramach informatyki kwantowej opracowuje sie algorytmy kwantowe[19], ktére
na nowo, w sposéb szybszy i bardziej efektywny rozwiazuja istniejace problemy
obliczeniowe, takie jak na przyklad przeszukiwanie zbioru danych (algorytm
Grovera[2]), rozkilad liczb na czynniki pierwsze (algorytm Shora[20]) czy szybka
kwantowa transformacja Fouriera (algorytm Kitajewa[21]). Obecnie lista algorytméw
kwantowych jest obszerna[22] - najbardziej aktualne informacje mozna znalez¢ na
stronach NIST[23].

Ze wzgledu na szybkos$¢ algorytmy te z powodzeniem wykorzysta¢c mozna w wielu
istniejacych systemach informatycznych na przyklad do przyspieszenia operacji
bazodanowych i przetwarzania sygnatow, a takze w kryptografii. Algorytmy kwantowe
sa w wiekszosci algorytmami probabilistycznymi — zwracaja poprawng odpowiedz
z pewnym prawdopodobienstwem. W celu zwiekszenia poprawnosci wyniku
wielokrotnie powtarza sie algorytm. Zazwyczaj w latwy sposéb mozna rowniez

zweryfikowac otrzymany wynik przed ponownym uruchomieniem algorytmu.
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4.1. Jednostka informacji kwantowej

W informatyce kwantowej podstawowa jednostkq informacji jest kubit — zespolona
kombinacja liniowa (zwanej dalej superpozycja) stanéw bazowych, czyli stanu zero
oraz stanu jeden, znanych z informatyki klasycznej.

W mechanice kwantowej stan ukladu jest opisywany wektorem (a dokladniej
kierunkiem wyznaczanym przez ten wektor i nazywanym promieniem) z zespolonej
przestrzeni Hilberta H.

Jest to zupelna przestrzen liniowa nad cialem liczb zespolonych, na ktorej

zdefiniowany jest nieosobliwy iloczyn skalarny:

¢,y :HXH-C |,

gdzie:
¢, ye€H

spetniajacy warunki:
o=y,
(9,920 , [¢,6/=0=¢=0

Woéwczas norme wektora, majaca wartos¢ rzeczywistg, mozemy zdefiniowa¢ przy

uzyciu iloczyny wektorowego przy uzyciu wzoru:

lpll=1¢.,0) .

Dhugos¢ wektora w mechanice kwantowej nie ma znaczenia (gdyz wektory stanu
opisuja zespolong przestrzen rzutowa), ale ze wzgledu na interpretacje probabilistyczna
przyjmuje sie¢ unormowanie do jednosci.

Tloczyn (¢, interpretuje sie jako ‘ilo$¢’ stanu ¢ w stanie 1 lub vice versa

jezelistany ¢ 1 1 saunormowane do jednosci.
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ZupelnoS¢ jest wilasnoScia przestrzeni topologicznej mowiaca, iz jezeli

nieskonczony ciag x, z tej przestrzeni spelnia warunek Cauchy’ego:

Ve>03aNV n,m>N|x,—x, |<€

3

to w przestrzeni istnieje granica tego ciagu. Innymi stowy, jezeli cigg ‘chce sie
zbiegnaC’ speiniajac warunek Cauchy’ego, to przestrzen posiada element graniczny.
Kazda przestrzen mozemy uzupeti¢ o brakujace granice tworzac zupelng przestrzen.
Najprostszym przypadkiem jest zbior liczb wymiernych, ktdry nie jest zupelny. Jednak
granice ciggow liczb wymiernych zbiegaja sie do liczb wymiernych lub daja nowe
liczby bedace liczbami rzeczywistymi nie majacymi reprezentacji wymiernej, na
przykiad V2 . Dotaczajac te granice do zbioru liczb wymiernych otrzymamy zbidr
liczb rzeczywistych, ktéry jest zupelny. Podobnie zbior liczb zespolonych jest zupeiny.
Skonczenie wymiarowe przestrzenie wektorowe (w tym przestrzenie Hilberta) sa
zupehne, gdyz kazda taka przestrzen jest izomorficzna do przestrzeni R" w przypadku
przestrzeni rzeczywistej lub C" w przypadku zespolonej przestrzeni wektorowej, a te
ostatnie sa zupelne, gdyz iloczyn kartezjanski przestrzeni zupelnych jest zupehy.
W przypadku przestrzeni nieskonczenie wymiarowych zazwyczaj przestrzen nalezy
uzupehié¢, np. przestrzen funkcji catkowalnych z kwadratem L? gdzie funkcje tak
naprawde sg klasami, w ktérych dwie funkcje w danej klasie r6znia sie na podzbiorze
miary zero.

Przestrzen Hilberta ze wzgledu na zupelnos¢ i posiadanie iloczynu skalarnego jest
czesto uzywana do rdoznego rodzaju aproksymacji, gdyz wspomniane struktury
matematyczne pozwalajq znaleZ¢ element z podprzestrzeni najlepiej przyblizajacy dany

element — zob. rysunek.

g
N

20



Wektor a jest przyblizany przez wektor b nalezacy do (domknietej) podprzestrzeni
M przy uzyciu rzutu prostopadlego na podprzestrzen M, ktory daje iloczyn skalarny.
Zupelnos¢ H i domknietos¢ M gwarantuje, ze jezeli wezmiemy cigg Cauchy’ego
wektorow z M, ktdre zbiegaja sie do b, to wektor b réwniez nalezy do M. Przyklad ten
pokazuje istote poje¢ wchodzacych w sktad definicji przestrzeni Hilberta.

Jezeli wiec mamy uklad opisywany wektorem @ , to domieszka stanu ¢
w stanie 1y jest zwyklym rzutem i okreSla jak bardzo nakladaja sie/oddziatujaq

wektory stanu — zob. rysunek.

Na rysunku po lewej przedstawiono rzut wektora a na b, ktory okresla jaka czes¢
stanu a naklada sie (oddzialuje) na stan b. Po prawej pokazano to samo dla
nieskonczonej przestrzeni Hilberta realizowanej przez funkcje catkowalne z kwadratem.
Woéweczas zacieniona cze$¢ odpowiada iloczynowi skalarnemu stanéw zadanych funkcja
a i b. Okre$la to jaka cze$¢ wektoréw stanu/funkcji sie naktada/przekrywa, a przez to

wyznacza wielkos$¢ obszaru potencjalnego oddziatywania.
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W notacja Diraca[24] wektor z n wymiarowej zespolonej przestrzeni Hilberta

mozna zapisac jako wektor kolumnowy w postaci || , nazywanego ket:

Natomiast stan sprzezony hermitowsko do niego mozna zapisa¢ w postaci wektora

wierszowego (nazywanego bra), poprzez transpozycje i sprzezenie zespolone wektora

kolumnowego:
“ _ * * * *
Wl—[cl c, ... ¢ ... C,
gdzie:
i=1,2,...,n
c;,c, €C

Z matematycznego punktu widzenia wektory bra sa funkcjonatami liniowymi na

przestrzeni Hilberta nalezacymi do dualnej przestrzeni Hilberta H~ , to znaczy:
[Y|:H=>N
zgodnie ze wzorem:
wl(lx)=wl x
Odpowiednio$¢ pomiedzy przestrzenia H, a jej przestrzenia dualng zadaje iloczyn

skalafmy < , > zgodnie z podstawowym twierdzeniem Riesza o reprezentacji

funkcjonatu liniowego w przestrzeni Hilberta[25].
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Stany bazowe kubitu mozna zapisa¢ w dwuwymiarowe]j przestrzeni dim(H)=2

za pomoca notacji Diraca w nastepujacy sposob:

1]
0)= ,
0, o
1=
-1-

Powyzsze dwa stany bazowe odpowiadaja klasycznej jednostce informacji — bitowi,
7 13 roznicy, ze sq wielkoSciami wektorowymi a nie skalarnymi.
Kubit to unormowana zespolona kombinacja liniowa stanow bazowych

w dwuwymiarowej przestrzeni Hilberta, ktdra mozna zapisa¢ za pomocg nastepujacego

wyrazenia:
[=al0)+B1)= a} ,
vi=alo+pN=]G

gdzie:

a,peC - amplitudy prawdopodobienstwa,

0/,]1) - baza standardowa dwuwymiarowej, zespolonej przestrzeni

Hilberta H,
la+|p[=1 - unormowanie amplitud prawdopodobieristwa.

Takie stany leza na wspomnianej we wstepie sferze Blocha przedstawionej na rysunku

ponizej.
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1)
Rysunek 7: Sfera Blocha.

Uogolniong jednostkq informacji kwantowej jest kudit, czyli wektor opisujacy uktad
kwantowy w dim(H)=n wymiarowe] przestrzeni Hilberta.

Kubit jest kuditem o n=2 stopniach swobody. Wéwczas mamy n stanow
bazowych |0),...,[n—1) , z ktérych mozemy tworzy¢ unormowane liniowe
kombinacje zespolone.

Analogicznie jak w przypadku kubitu, stan kuditu mozna opisa¢ w nastepujacy

sposéb:
n
\ A ai
=X ali= |,
i=1 a,
gdzie:
i=1,2,...,n ,

n

Z |ai|2:1

i=1

Pomiar wartosci kubitu jest realizowany przez rzutowanie go na wybrany stan,
ktorego wystepowanie 'domieszki' chcemy w kubicie sprawdzi¢. Jest to operacja

nieodwracalna.
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Operacje na ukladzie kwantowym sa reprezentowane przez operatory, ktore
zachowujq iloczyn skalarny, a przez to prawdopodobienstwo zdefiniowane przez ten
iloczyn skalarny. Takie operatory zachowujace iloczyn skalarny nazywamy

izometriami, w szczegblnosci, dla przestrzeni Hilberta:

UylUxi=ylx .

co daje warunek definiujacy izometrie zwane w przypadku przestrzeni zespolonych

operatorami unitarnymi:
u'u=1,

gdzie symbol T oznacza sprzezenie hermitowskie, ktore w przypadku reprezentacji
operatorow w postaci macierzowej jest ztozeniem sprzezenia zespolonego i transpozycji
macierzy.
Po wybraniu bazy przestrzeni Hilberta mozemy taki operator liniowy zapisac

w postaci macierzy, a przez to wszystkie operacje sprowadzaja sie do operacji
macierzowych znanych z algebry liniowej.

Operacja pomiaru jest nieodwracalna, a przez to nie moze by¢ operacjq unitarng
w ktorej nie jest zachowywane prawdopodobienstwo. Taki ,,kolaps” nieunitarny funkcji
falowej podczas pomiaru jest nie do korica zrozumiang zagadka mechaniki kwantowe;j.

Podobnie jak w przypadku klasycznym, kubity (kudity) mozemy magazynowac
w uktadach nazwanych rejestrami kwantowymi. Odpowiadaja one zlozeniu ukladow
kwantowych opisywanych przestrzeniami Hilberta H,,..,H, i sa opisywane

wektorami w iloczynie tensorowym tych przestrzeni:

H,®..0H,

W zapisie stanow takiego zlozonego ukladu zazwyczaj pomija sie iloczyn tensorowy

1 zamiast:

[y, >®..0p,>
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piszemy:

[W,> | y>

Podobnie operatory unitarne A i B operujace na przestrzeniach H; oraz H, mozemy
polaczy¢ w jeden operator A® B:H,® H,»H ®H, , ktory dziala na stanach

W nastepujacy sposob:

A®B(|y>8ly>)=(Aly>)8(B[x>)

W przypadku reprezentacji operatorow jako macierze:

a a

A= , B=

b, bz}

a, a, b, b,

iloczyn tensorowy macierzy, zwany czasami iloczynem Kroneckera, obliczany jest

wedlug wzoru:

al’t P2 g™ bz} a;b, a;b, a,b; a,b,
A®B= 3 Dy 5 bij|_|ab; ab, ab; ab,
ol b b, a b, bz} asb, ab, a,b; ab,
*'b, b,| ‘b, b, a;b; ab, a,b; a,b,

Natomiast dla wektoréw:
_[ay _[o, _[04
wl [Bl] > wZ [62] ) IP3 [63} )

iloczyn tensorowy obliczany jest wedlug wzoru:

w®w®w:“1®“2®“3:al{gj@O‘a—
sl o
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I0‘10‘2(13I

a0,

oy Ay 045,04
_| oiB, o] | o PoPs
Bi0, ®{ [33} a0,
BB, By, B
6162a3

. ﬁlﬁzﬁsl

Jest to istotna réznica w porownaniu z iloczynem kartezjanskim uzywanym przy opisie
rejestrow klasycznych. Wiasnosci iloczynu tensorowego implikuja charakterystyczne
cechy stanow kwantowych. Jednymi z najbardziej fundamentalnych jest twierdzenie
o zakazie klonowania stanu kwantowego Wootersa i Zurka[26] oraz twierdzenie
o nieusuwalnosci stanu kwantowego. To drugie twierdzenie mozemy uwaza¢ za
odwrdcenie czasowe twierdzenia o zakazie klonowania.

W celu sformulowania pierwszego twierdzenia[27] wprowadzamy unitarny
operator kopiowania, ktéry w najprostszym przypadku ukladu ztozonego z dwdch

przestrzeni Hilberta H ma postac:

U:H®H->H®H,U|p>|yx>=|y>|yp>

Twierdzenie o klonowaniu wéwczas mowi:

Twierdzenie 1.

Dla dim(H)>1 nie istnieje operator kopiujacy.

Dowéd (za pozycja [27]):

Zal6zmy, ze operator kopiujacy U istnieje; wykorzystujac dwa stany [{1) i [{3)

U (W] [wa))=[v) [

U [¥)=[wa) [,
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zatem:

(|7/’1 +|¢2’)|U’1

L+ |wz>>):

/—\
Nl"_‘

( Lo+l

:E(W}l |ljjl+|1[)1 |¢z+|7/’2 |7/’1+|1/J2» |1:U2)

of |w2>|w1) LU+ S v v:)=

e N IAIAS AN
2 V2

Jak widac¢ otrzymane powyzej reprezentacje stanu po przeksztalceniach nie sq tozsame,

zatem nie istnieje operator kopiujacy.
Twierdzenie o nieusuwalnosci z kolei ma postac:

Twierdzenie 2.

Jezeli dla wektoréw v,,v,,..,v,€H, oraz wektora zerowego O0€H, istnieje

catkowicie dodatnie odwzorowanie:

czyli odwzorowanie usuwajace kopie wektora v, , to kopie te bedzie mozna
odtworzy¢ z otoczenia. Dowod powyzszego twierdzenia mozna znalez¢ w [27].

Te dwa fundamentalne twierdzenia wptywajq na uzyteczno$¢ stanéw kwantowych
-stan kwantowy jest unikalny i niemozliwy do skopiowania, a przez to mozemy go uzyc¢
jako klucza kryptograficznego lub wykry¢ potencjalng probe kopiowania informacji
zakodowanej w takim stanie. Z drugiej strony stan kwantowy jest wrazliwy na wptyw
otoczenia, a mimo to, podczas jego zniszczenia mozemy stan odtworzyC ze stanu

kwantowego otoczenia.
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4.2. Odwracalnosc¢ i regula Landauera

W przypadku nieodwracalnych operacji binarnych Landauer[28] wykazal, Ze operacja

taka, np. kasowanie bitow, generuje ciepto w wielkosci nie mniejszej niz:

Q=kzTln2 |,

gdzie:
kg - stata Boltzmanna,

T — temperatura pracy ukladu.

To prawo zostalo zweryfikowane w réznych uktadach (klasycznych i kwantowych)[29].
Prawo to réwniez wyjasnia pozorny paradoks demona Maxwella przedstawiony na

rysunku ponize;j.

0 0 i = 0 |
1
. _
: 1 0 £ - : B 2
5 5
1 0 & = i 0 1
3
- = _$_$_
4
1 0 = =
4 1 0
° é ;
(Rysunek z pracy [29])
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Na rysunku przedstawiono po lewej stronie naczynie z jednym atomem gazu idealnego.
Naczynie podzielone jest przegroda kontrolowana przez demona Maxwella. Stan
pamieci demona wraz z elektroniczng implementacjq tej pamieci przedstawione jest po
prawej stronie. W stanie 1 demon nie wie, w ktorej czesci naczynia znajduje sie atom
gazu. W sytuacji 2 demon zlokalizowal gaz w lewej czeSci naczynia — stan ten zostat
zapamietany w pamieci demona. W sytuacji 3 demon puszcza przegrode i gaz moze
wykonac prace swobodnie i adiabatycznie rozprezajac sie do pelnej objetosci naczynia.

Praca wykonana to:

W:kBTf(i/—V:kBTan .

Vvi2

Ostatnia czesSc jest przedstawiona na w stanie 4. Jezeli teraz te sytuacje zepniemy
w cykl przy uzyciu 5, gdzie demon wyjmuje przegrode i w losowej chwili wklada ja
w Srodek naczynia, wowczas traci on informacje na temat poczatkowego potozenia
atomu gazu. Woéwczas informacja w pamieci demona jest w kolejnym cyklu
bezuzyteczna i nalezaloby ja skasowac.

Paradoks termodynamiki demona Maxwella polega na tym, ze taki cykl powtarzany
wiele razy czerpie prace wykorzystujac jedynie Zrodlo ciepta jakim jest atom gazu bez
udzialu chlodnicy. W oczywisty sposob przeczy to drugiej zasadzie termodynamiki
sformutowanej dla silnikow cieplnych. Dlatego Landauer zaproponowat, aby zachowac
drugq zasade termodynamiki, ze podczas operacji kasowania pamieci demona wydziela
sie cieplo Q=W sprawiajace, ze entropia dla takiego procesu rosnie, a przez to
zasady termodynamiki nie sg tamane.

Wydzielane cieplo jest male ze wzgledu na wielkos$¢ stalej Boltzmanna, jednak

w przysztych uktadach elektronicznych i kwantowych moze miec istotne konsekwencje.

4.3. Kwantowy zapis danych

W przypadku komputera kwantowego ilos¢ danych jakie mozemy zapisa¢ w rejestrze
jest uzalezniona od liczby kubitow, ktorymi dysponujemy. W przypadku N-kubitowego

(N-kuditéw) baza sklada sie z 2" elementéw, wiec tworzac unormowane zespolone
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kombinacje liniowe jesteSmy w stanie zapisaC nieprzeliczalng liczbe informacji: a
liczb zespolonych.
W przypadku rejestru klasycznego w N bitach jesteSmy w stanie zapisa¢ 2"

mozliwych kombinacji informacji 2"—1 bitéw.

4.4. Bramki kwantowe

Bramka kwantowa pozwala w kontrolowany sposob wykonywac operacje na kubitach
w celu zmiany ich stanu. W modelu obliczen kwantowych opartych o bramki kwantowe
jest ona podstawowym elementem umozliwiajgcym konstrukcje komputera
kwantowego.

Bramki kwantowe sa reprezentowane przez macierze unitarne, co wymagane jest
przez formalizm mechaniki kwantowej (konieczno$¢ zachowania prawdopodobienstwa)
[30]. Z racji, ze operacje kwantowe opisywane sq za pomocg operacji unitarnych, ktore
sq odwracalne, operacje kwantowe rowniez sg odwracalne, w odréznieniu od operacji
logicznych dla ktorych ta wlasnoS¢ nie zawsze zachodzi. Z uwagi na to, ze
przetworzenie rejestru przez bramke jest tozsame z dzialaniem operatora unitarnego,
reprezentujagcego dang bramke, na wektor opisujacy stan rejestru, liczba kubitow
rejestru oraz liczba wej$¢/wyjs¢ bramki musi by¢ jednakowa.

Ponizej, w kolejnych podrozdziatach, opisane zostana najpopularniejsze bramki

kwantowe.

4.4.1. Bramka negacji

Jedna z najprostszych jednokubitowych bramek kwantowych — bramke negacji mozna

przedstawiC w postaci nastepujqcej reprezentacji macierzowe;j:

NOT:[O 1]

10
Dziala ona w taki sam sposéb jak klasyczna bramka NOT, ktéra zamienia stan sygnatu
wejéciowego na przeciwny, na przyklad dla wzbudzonego stanu bazowego |1

powoduje zmiane do stanu podstawowego |0

31



o e

Dla dowolnego kubitu [¢) powoduje ona wzajemng zamiane amplitud

prawdopodobienistwa na komplementarng, w sensie wspotczynniki przy wektorach

bazowych zmieniajg sie wedlug zasady 01 oraz 1-0 :

0 1

NOT |y =
ve? )

yintd

Bramki kwantowe mozna rowniez zapisaC takze w notacji Diraca, na przykladzie

powyzszej bramki NOT
NOT=0)[1]+[1)(0] .
Dla stanu bazowego |1)

NOT|1)=|0}!1|1)+|1)(0|1)=]0)

4.4.2. Zestaw uniwersalnych bramek kwantowych

Bardzo istotnym z punktu widzenia informatyki kwantowej jest istnienie i realizacja
zestawu czterech uniwersalnych bramek kwantowych, niezbednych do konstrukcji
komputera kwantowego (kryterium DiVincenzo o istnieniu uniwersalnego zbioru
bramek kwantowych, opisane w rozdziale 5.1).

Zgodnie z twierdzeniem o uniwersalnosci bramek kwantowych, kazda kwantowa
operacja unitarna moze by¢ przyblizona z dowolng doktadnos$cia za pomoca kombinacji
wielu bramek uniwersalnych oraz ich iloczynu tensorowego, dokladniej - kazda
operacje unitarng daje sie przybliza¢ (przy uzyciu mnozenia macierzy i iloczynu

tensorowego) przez bramki H, T, CNOT oraz macierz jednostkowa opisane ponizej[31].
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1. Bramka identycznosci
Pierwsza z zestawu uniwersalnych bramek kwantowych jest jednokubitowa bramka

identycznosci, reprezentowana przez ponizszqg dwuwymiarowg macierz unitarng:

4

2. Bramka Hadamarda

Kolejng z uniwersalnych bramek kwantowych jest jednokubitowa bramka Hadamarda

. /-1 . . . .
H reprezentowana przez iloczyn 12 i dwu wymiarowej macierzy Hadamarda:

= L]l 1
V21 -1

Dzialanie bramki na dwuwymiarowg baze {|0),|1)] powoduje transformacje ukladu

do stanu, w ktorym oba stany bazowe mogq by¢ zaobserwowane z takim samym

prawdopodobienstwem, wynoszacym %

H[o)=—= o)+
V2 V2

H[1=—=0)——=1)
SN2 2

Ponadto podwdjne zadzialanie bramkqa Hadamarda powoduje powrot uktadu do stanu

pierwotnego:

Hzlo*:H(%low%lly):lo,w ,
\ v
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Warto zauwazy(C, ze operatory takie, ktére speniaja zalezno$¢ H’=I maja wartoSci

wilasne =*1

3. Bramka T

Bramka T, odpowiadajaca za przesuniecie w fazie, inaczej nazywana bramka % :

1 0
in
4

Ponizej przedstawiono dziatanie bramki na stany bazowe:

T=
0 exp

1

Tlo)=
|O’ 0 exp

i [eie

4. Bramka kontrolowanej negacji
Ostatnia z zestawu uniwersalnych bramek kwantowych jest dwukubitowa bramka
kwantowa kontrolowanej negacji cNOT . Mozna jg przedstawiC za pomoca

nastepujacej reprezentacji macierzowej:

1 0 0 O
01 0O
NOT =
‘ 000 1
0 010
w bazie iloczynu tensorowego: |00, , |01) , [10) , |11
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Pierwszy z dwoch kubitéw wejSciowych nazywany jest kubitem sterujacym i jego
stan wpltywa na drugi kubit — docelowy. Wtedy i tylko wtedy, gdy kubit sterujacy jest
w stanie bazowym |1 nastepuje odwr6cenie drugiego kubitu, natomiast dla stanu

|0) negacja nie nastepuje.

Formalnie bramke cNOT mozna zapisac jako:
xy =lx,x0y ,
gdzie:
x - kubit sterujacy (kontrolny),
y - kubit docelowy,
@ - suma modulo 2.

Graficznie bramke kwantowa kontrolowanej negacji mozna przedstawic nastepujaco:

|x] |x

ly) |x® y)

Rysunek 8. Reprezentacja graficzna bramki cNOT.
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4.4.3. Bramka Toffoliego

Rozwinieciem bramki kwantowej kontrolowanej negacji jest trzykubitowa bramka
Toffoliego, ktéra posiada dodatkowo druga linie sterujaca. Nazywana jest ona

kontrolowana kontrolowana bramka negacji (ccNOT).

|x ® |x
ly |y
z) X xy®z)

Rysunek 9. Reprezentacja graficzna bramki Toffoliego.

Stan dwoch pierwszych kubitow steruje kubitem docelowym w nastepujacy sposob:
wtedy i tylko wtedy, gdy rownoczesnie oba kubity sterujace znajduja sie w stanie
bazowym |1, nastepuje odwrécenie stanu trzeciego kubitu, natomiast dla wszystkich
innych kombinacji kubitéw wejsciowych negacja nie nastepuje.

Analogicznie do bramki cNOT , bramke ccNOT mozna przedstawi¢ za pomoca

nastepujgcej reprezentacji macierzowej:

ccNOT =

S OO, OO OO
[=Nell ol eoNeoN ol o)
_ 0o OO oo oo
ORr OO OO oo

[N elNeloNoNoBol
[N elNeloNoNol ™)
[=NelNeloNol S =R
S oo O, O OO
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4.4.4. Bramka Pauliego X

W algorytmie Grovera bedziemy rowniez uzywac bramki Pauliego X, ktéra dziata dla

jednego kubitu i wyraza sie przez macierz Pauliego:

s

1 0

Bramka ta dziatajac na wybrany stan zamienia go na przeciwny:

|0 1
X ) = al— [))
v {1 0 [/3 } {OJ
Dla stanéw bazowych [0) , |1) powoduje wzajemng ich zamiane:

et e

et

37



5. Komputery kwantowe

Narodziny i rozw6j rozwazan o komputerach kwantowych mialy miejsce pod koniec
XX wieku. Wynikaly z dostrzezenia ograniczen komputeréw klasycznych oraz nowych
mozliwosci, ktore mogta zapewni¢ mechanika kwantowa.

Pojecie po raz pierwszy pojawito sie w pracach/wyktadzie fizyka-noblisty Richarda

Feynmana[16].

5.1. Kryteria konstrukcji komputera kwantowego

Wymagania, ktére muszq spelia¢ systemy fizyczne do przechowywania
i przetwarzania informacji kwantowych sformutowal w 1995 roku amerykanski fizyk
teoretyczny David DiVincenzo[32]. Obecnie znane sq one jako kryteria DiVincenzo
i wymagajq od komputera kwantowego nastepujacych cech:

1. mozliwos¢ skalowania do systemow z wystarczajaca liczba dobrze
zdefiniowanych kubitéw,

2. mozliwoé¢ przygotowania kubitéw w stanie poczatkowym (0]

3. mozliwos¢ realizacji kubitow za pomoca standw fizycznych ze stosunkowo
dhugim $rednim czasem Zycia w celu zapewnienia koherencji stanow
kwantowych podczas obliczen,

4. mozliwosc realizacji zestawu uniwersalnych bramek kwantowych: transformacji
unitarnych na pojedynczych kubitach oraz sterowalnych bramek cNOT,

5. skuteczna procedura mierzenia stanu kubitu w koncowym etapie obliczen
(odczyt wyniku).

6. mozliwos¢ wewnetrznej konwersji kubitu stacjonarnego w kubit mobilny,

7. mozliwos¢ koherentnej transmisji kubitow pomiedzy lokalizacjami.

L.aczne speknienie co najmniej pierwszych pieciu kryteriow DiVincenzo jest konieczne
do zbudowania maszyny zdolnej do realizacji algorytmow kwantowych[33].
W przypadku komunikacji kwantowej spelnione musza zosta¢ dodatkowo kolejne

dwa kryteria.
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5.2. Modele obliczen kwantowych

Obecnie istnieje kilka réznych podejs¢ do realizacji fizycznej kwantowej najprostszej
jednostki informacji oraz konstrukcji komputera kwantowego. W tym celu wykorzystac¢
mozna na przyklad nastepujace zjawiska[28]: magnetyczny rezonans jadrowy, putapki
jonowe, kropki kwantowe, a takze obwody nadprzewodzace na ztaczach Josephsona.

W pracy skupimy sie na abstrakcyjnym komputerze kwantowym, a nie na jego

konkretnej realizacji fizycznej.

Obecnie komputery kwantowe realizujga obliczenia w oparciu o kilka réznych

modeli[27]:

1. model obwodowy - obliczenia s realizowane przy uzyciu bramek kwantowych;
jest to podejscie podobne do realizacji komputera kwantowego ,

2. model adiabatyczny - komputer jest realizowany zgodnie z twierdzeniem
adiabatycznym; obliczenia sq realizowane przy pomocy zjawiska kwantowego
wyzarzania,

3. model topologiczny - opiera sie na nietrywialnych topologicznych stanach
materii,

4. kwantowa maszyna Turinga - model analogiczny do klasycznej maszyny
Turinga,

5. kwantowa teoria automatow - model analogiczny do klasycznej teorii

automatow skonczonych.

Najpopularniejszymi obecnie modelami sa: model obwodowy oraz rownowazny do
niego model adiabatyczny. Istniejgce algorytmy kwantowe mozna tatwo wyrazi¢ za
pomoca modelu obwodowego — uzywajac bramek kwantowych. Model ten jest
najbardziej zblizony do klasycznego modelu bramek logicznych w komputerze

kwantowym. W dalszej czesci pracy skupimy sie wiasnie na tym modelu.
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5.3. Komercyjne realizacje fizyczne

Pierwszy w historii, dostepny komercyjnie, komputer kwantowy zostat stworzony przez
firme D-Wave Systems[34]. Zrealizowany zostal w oparciu o model adiabatyczny
obliczen kwantowych, ktéry jest rownowazny modelowi obwodowemu[35]. W 2011
roku firma zaprezentowata 128 kubitowy komputer kwantowy D-Wave One[36]. Dwa
lata pdézniej do sprzedazy wprowadzony zostat 512 kubitowy D-Wave Two[37].
Nastepnie, w 2015 roku firma przedstawita kolejng ulepszong wersje swojego produktu
— 1000 kubitowy model 2X[38].

Kolejny model, zaprezentowany w 2017 roku to D-Wave 2000Q[39], dysponuje
dwoma tysigcami kubitow. Rok poézZniej, za posrednictwem dedykowanego portalu
internetowego D-Wave Leap, firma udostepnita darmowy dostep w czasie rzeczywistym
do swojego komputera kwantowego[40].

Inng firma obecng na rynku komercyjnych komputerow kwantowych jest IBM.
W styczniu 2019 roku firma IBM zaprezentowata swoj pierwszy komercyjny komputer
kwantowy o nazwie IBM Q System One[41], zbudowany na bazie 20 kubitowego
rejestru. Komputer jest oparty na zjawisku nadprzewodnictwa. Podobnie jak D-Wave
Systems, IBM réwniez udostepnia za darmo dostep do komputera kwantowego
w chmurze (ograniczenie do pieciu lub szesnastu kubitow, w zalezno$ci od wybranego
komputera) o nazwie IBM Q Experience[42].

Produkcja oraz rozwojem obwodow kwantowych, uzywanych do konstrukcji
komputeréw kwantowych zajmuje sie rowniez firma Rigetti Computing[43].

WyzZej wymienione realizacje komputerow kwantowych znalazty odbiorcéw wsrod
firm takich jak Google, a takze wielu instytucji naukowych i rzadowych, miedzy

innymi: NASA, CERN oraz Los Alamos National Laboratory.
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6. Algorytm kwantowy Grovera

Wyszukiwanie wyréznionego elementu w zbiorze danych jest wspolczesnie jednym
z czeSciej spotykanych probleméw zwigzanych 7z przetwarzaniem danych.
W przypadku, gdy nie dysponujemy dodatkowymi informacjami na temat zbioru, dla
nieuporzadkowanej bazy danych, skladajacej sie z N rekordéw, algorytmy klasyczne

polegaja na sprawdzeniu catej bazy danych kolejno element po elemencie i potrzebuja

Srednio % prob na znalezienie zadanego elementu. Jesli poszukiwany rekord bedzie

ostatnim elementem kolekcji, konieczne bedzie wykonanie az N operacji w celu
poznania wyniku. We wspomnianej notacji O , ktora nie jest czula na czynniki
liczbowe, taki algorytm ma ztozono$¢ O(N)

Szybsze rozwigzanie problemu przeszukiwania nieposortowanego zbioru danych
podaje informatyka kwantowa. Jeden z historycznie pierwszych algorytmow
kwantowych - algorytm Grovera moze zostaC uzyty do wyszukiwania okreslonego
elementu w nieuporzadkowanej bazie danych, potrzebujac na to tylko srednio o(\/“ N)
prob.

Wyobrazmy sobie funkcje f:Q-{0,1] okreSlong nastepujaco:

11, x=a
f(x)— 0, x#a

gdzie:

a - element poszukiwany, taki ze:
Al,of (a)=1 .

Takq funkcje nazywamy wyrocznia (ang. oracle), gdyz wyréznia (zwracajac
wartos¢ 1) dokladnie jeden, poszukiwany element a .

Algorytm Grovera umozliwia znalezienie argumentu, dla ktérego funkcja f(x)
przyjmuje warto$¢ 1. W rozpatrywanym przypadku zbiorem argumentéw Q jest baza

danych, a funkcja realizuje operacje por6wnania z elementem wyroznionym a .
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Algorytm, jako dane wejsciowe, przyjmuje rejestr kwantowy zlozony z n
kubitéw, ktérego N=2"—1 stanéw bazowych odpowiada za reprezentacje zbioru
danych ktoéry chcemy przeszuka¢. Nastepnie iteracyjnie wzmacniana jest amplituda
prawdopodobienstwa poszukiwanego rozwigzania, a na kofcu wykonywany jest
pomiar.

Poszczego6lne kroki algorytmu Grovera zostaly przedstawione na ponizszym

diagramie. Ich szczegélowy opis zawarty zostal w kolejnej sekcji.

Inicjalizacja Transformacja ) Transformacja >

. Pomiar
rejestru operatorem U operatorem U_ ormia

Iteracje

Rysunek 10: Kroki algorytmu Grovera.

Jak zobaczymy nizej, istnieje optymalna liczba iteracji dajaca najwyzsza amplitude dla
szukanego elementu. Jezeli wykonamy wiecej iteracji ponad optymalng liczbe,

wowczas algorytm moze nie znaleZ¢ rozwigzania.

6.1. Kroki algorytmu

Kroki algorytmu Grovera sktadaja sie z nastepujacej sekwencji:

1. Inicjacja rejestru kwantowego reprezentujacego baze danych. NajczeSciej uzywa
sie binarnej reprezentacji danych z bazy kodujac je w bazie iloczynu
tensorowego kubitow. Jezeli baza danych zawiera dane reprezentowane przez
N bitéw klasycznych, to takie dane mozemy zapisaC przy pomocy systemu
ztozonego z N kubitéw o bazie |0...0> az do |1...1>.

2. Wprowadzenie kazdego ze stanow wejsciowych  , za pomoca transformaty

Hadamarda:
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w superpozycje stanow bazowych:

1 N—-1
So) == D |@i]
o= X 1
aX
S O,
VN
) oy ey e Jon) x

Ten krok odpowiada za wyrownanie wartosci amplitud « wszystkich standw
bazowych @ , co przedstawione zostalo na powyzszym schematycznym

wykresie.

Transformacja operatorami U, i U, w kolejnych iteracjach:
|01/ =U U, IS,
gdzie:
Uw:I—2|wa}§a)a| ,
U,=2|s|s|—1T .

Operator U, , nazywany zmodyfikowanym operatorem sprawdzenia,

powoduje zmiane znaku amplitudy prawdopodobienistwa poszukiwanego stanu

‘\
|a)aﬁ

U,=1-2|%) w, |,
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ktdra efektywnie dziala w nastepujacy sposob:

U, lo/=(-1)"|o)

w >

gdzie f(x) , jest wspomniang ‘wyrocznia’ zwracajgca 1 dla x bedacego
szukanym elementem i 0 w przeciwnym wypadku. Operator U, rowniez

w literaturze nazywany jest wyrocznia.

Operacja ta zmienia znak amplitudy odpowiadajacej szukanemu elementowi

w, .Jestto schematycznie przedstawione na ponizszym rysunku.

a

ax
S S O TSSO RO
\’ﬁ
@,
-
|wo |a)1 |a)N71 X

Fakt ten wykorzystany zostaje w kolejnym kroku iteracji — transformacji

operatorem dyfuzji Grovera U, . Operator ten ma reprezentacje macierzowa:

D=2A-I®I®.®I=2A—T1°" ,

gdzie:
i 1
I 1
N N N
1 1
A=|N N
1 1 1
N N N
] 1
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Operator dyfuzji Grovera odpowiada za obrot wszystkich amplitud
prawdopodobienstwa wokot ich sredniej wartosci. Nazwa pochodzi od tego, ze
Grover inspirowat sie dyskretng wersjq operatora dla réwnania dyfuzji. Operator

ten ma rowniez szereg zastosowan w innych algorytmach kwantowych[23].

Operator ten wykorzystuje fakt, iz szukana amplituda ma przeciwng faze
uzyskana w poprzednim kroku. To sprawia, ze operator dyfuzji powieksza
amplitude dla szukanego elementu zmniejszajac amplitudy dla innych

elementow bazy, co przedstawia powyzszy rysunek.

Dla lepszego zrozumienia dzialania tego operatora rozwazmy przyklad dla N=2.
W celu uproszczenia przyklad rozpatrzmy w zbiorze liczb rzeczywistych.
Zal6zmy, ze mamy wektor [0.25,—0.25,0.25,0.25] w bazie: [00>, |01>, |10>,
|11>. Amplitudy sa réwne, poza faktem, ze amplituda dla |[01> ma odwrécong
faze. Jezeli teraz zastosujemy operator dyfuzji Grovera otrzymamy wektor

[0.0,1.0,0.0,0.0] (dla N=2 jedna iteracja jest optymalna). Jesli jednak
wykonamy dodatkowa iteracje otrzymamy wektor falowy

[—0.5,0.5,—0.5,—0.5] wiec otrzymujemy réwne prawdopodobieristwa dla
kazdej amplitudy wynoszace [0.25,0.25,0.25,0.25] . Zatem wykonujac zbyt
wiele iteracji nie bedziemy w stanie odnalez¢ poszukiwanego elementu. Jest to
charakterystyczna cecha algorytmu Grovera, a takze innych algorytmow

kwantowych.
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Dla ogdlnego przypadku ponowna transformacja powyzszymi operatorami

(iteracja)  powoduje = wzmocnienie  amplitudy = prawdopodobienstwa

. \ 2
poszukiwanego stanu |®?4) o0 okolo —
\

Optymalna liczba iteracji i , ktorych wykonanie jest potrzebne do uzyskania
poprawnego rezultatu z najwyzszym mozliwym prawdopodobienstwem, dana

jest wyrazeniem|[2]:

gdzie n jest liczba kubitow.

Wykonanie zbyt duzej liczby iteracji, jak widzieliSmy powyzej powoduje
zmniejszenie amplitudy poszukiwanego stanu, a zatem wpltywa negatywnie na
otrzymane rozwiazanie. Ponizej przedstawiona zostala zalezno$¢ optymalnej

liczby iteracji od liczby kubitow.

Optymalna liczba iteracji
. pty )

500 A

400 .

300 A

200 A .

Liczba iteracji

100 A .

0 5 10 15 20
Liczba kubitow

46



Jak wida¢ na powyzszym wykresie mamy do czynienia ze wzrostem
wykladniczym - nawet dla stosunkowo nieduzej liczby kubitéw musimy
wykonac kilkadziesigt lub nawet kilkaset iteracji, w celu osiggniecia mozliwie

najwiekszego prawdopodobienstwa poprawnosci rezultatu.

4. Pomiar rejestru, po wykonaniu dostatecznej liczby iteracji, w celu znalezienia
poszukiwanego stanu |®?,) . W przyblizeniu, stan wynikowy jest z pewnym
prawdopodobienstwem réwny stanowi poszukiwanemu:

|s)=U,U,ls;_,);ls;|o, |>ls)| )|, dlal#a

W  kolejnym rozdziale przedstawiona zostanie praktyczna implementacja

poszczegolnych krokdw algorytmu Grovera.
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II. Czesc¢ praktyczna

7. Implementacja algorytmu

Kroki algorytmu Grovera zostaly szczegdtowo opisane w rozdziale 6.1. niniejszej pracy.

Kolejnos¢ koniecznych do wykonania operacji przed stawiona jest na ponizszym

diagramie.
Inicjalizacja Transformacja Transformacja > Pomi
rejestru operatorem U ’ operatorem U, omiar

Iteracje

Rysunek 11: Kroki algorytmu Grovera.

W dalszej czeSci przedstawione zostang gtowne fragmenty implementacji algorytmu
Grovera. Na poczatku zostanie pokazane jak krok po kroku zaimplementowac
najprostsza wersje algorytmu przy uzyciu obliczen macierzowych z biblioteki NumPy,
a nastepnie skupimy sie na konkretnym przykladzie majacym juz bardziej realistyczne

zastosowanie.

7.1. Implementacja w Pythonie

Na poczatku opiszemy w jaki sposob przy uzyciu jezyka Python 3.6 oraz biblioteki
NumPy wykona¢ proste obliczenia kwantowe[44][45]. Biblioteka NumPy stuzy do
szybkich obliczen numerycznych i macierzowych w Pythonie[46]. Do wizualizacji
wynikow wykorzystana zostata dodatkowo biblioteka matplotlib[47].

Wybierzmy n=2 kubitowy system z bazgq 00,01,10,11, ktéra ma wymiar N=2"=4,
Kod programu przedstawiony zostal ponizej. Komentarze w jezyku Python
rozpoczynamy symbolem # i ciggnal sie one do konca linii. W ponizszym kodzie
opisujq one konkretne kroki w kodzie.

Na poczatku importujemy potrzebne biblioteki oraz definiujemy parametry
wejsciowe:

import math

import numpy as np #biblioteka NumPy jest dostepna pod nazwa np
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#Wymiar bazy 00,01,10,11
N=4

#Wektor bazowy (0,0,1,0) poszukiwanego elementu
omega=np.array([0.0,0.0,1.0,0.0], dtype=complex)

#Konstrukcja wyroczni dla stanu 10 (np.eye zwraca macierz jednostkowq)
oracle=np.eye(N)
oracle[2,2]=-1
print("U_omega=", oracle)
U_omega=[[1. 0. 0. 0.]
[0. 1. 0. 0.]
[0. 0.-1. 0.]
[0. 0. 0. 1.]]

#Wektor poczqtkowy dla algorytmu Grovera (1,0,0,0)
psi=np.array([1.0, 0.0,0.0, 0.0], dtype=complex)
print("psi0=", psi)
psiO=[1.+0.j 0.+0.j 0.+0.j 0.+0.j]

#Konstrukcja bramki Hadamarda dla jednego kubitu — H2, a nastepnie wykorzystanie
iloczynu tensorowego (np.kron) do stworzenia bramki Hadamarda dla 2 kubitow
H2=1.0/ 2**0.5 * np.array([[1.0, 1.0],[1.0, -1.0]])
H4=np.kron(H2,H2)
print("H=", H4)
H=[[0.5 0.5 0.5 0.5]
[0.5-0.5 0.5-0.5]
[0.5 0.5-0.5-0.5]
[0.5-0.5-0.5 0.5]]

#Konstrukcja operatora dyfuzji Grovera — np.ones tworzy macierz ztozonq z samych
jedynek

D=2%(1.0/float(N))*np.ones((N,N), dtype=complex)-np.eye(N)

print("D=", D)
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D= [[-0.5+0] 0.5+0.j 0.5+0.j 0.5+0.j]
[0.5+0.j -0.5+0.j 0.5+0.j 0.5+0.j]
[0.5+0] 0.5+0,j-0.5+0.j 0.5+0.j]
[0.5+0j 0.5+0, 0.5+0.j -0.5+0.j]]

##Poczqtek algorytmu — jedna iteracja

#Krok 1 - Aplikacja bramki Hadamarda na stanie poczqtkowym

psi=H4.dot(psi)
print("H.psi=", psi)
H.psi= [0.5+0.j 0.5+0.j 0.5+0.j 0.5+0.j]

#Krok 2 — aplikacja wyroczni
psi=oracle.dot(psi)
print("oracle.psi=", psi)

oracle.psi= [ 0.5+0.j 0.5+0.j -0.5+0.j 0.5+0.j]

#Krok 3 — aplikacja operatora dyfuzji Grovera
psi=D.dot(psi)
print("D.psi=", psi)
D.psi= [0.40.j 0.+0.j 1.+0.j 0.+0.]

#Pomiar stanu psi w stanie omega

print("Pomiar w stanie omega=", math.sqrt(omega.dot(psi)))

Pomiar w stanie omega= 0.9999999999999999

Jako wynik otrzymamy 1. Zatem w tym prostym przypadku algorytm Grovera po jednej

iteracji wskazal szukany element.

Gdybysmy ponownie wykonali iteracje:
psi=oracle.dot(psi)
psi=D.dot(psi)
print("D.psi=", psi)
D.psi= [-0.5+0.j -0.5+0.j 0.5+0.j -0.5+0.j]
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Waéwczas wektor falowy to [-0.5+0.0j, -0.5+0.0j, 0.5+0.0j, -0.5+0.0j], (j=sqrt(-1)), wiec
otrzymujemy réwne prawdopodobienstwa dla kazdej amplitudy, a algorytm nie daje
wskazania. Jest to przykilad ogolnego zjawiska dla tego algorytmu — wystepuje
optymalna liczba iteracji po przekroczeniu ktérej algorytm moze nie da¢ wyniku.

Powyzszy przykilad pokazuje, jak implementowac¢ proste bramki i wykonywac
obliczenia kwantowe przy uzyciu jezyka Python i biblioteki NumPy. Nastepnie
zajmiemy sie bardziej realistycznym przykladem, w ktorym dane wejSciowe do
przeszukiwania znajdujq sie w ksigzce telefonicznej, wygenerowanej na potrzeby
niniejszego przyktadu.

W dalszej czesci przedstawione zostang gldwne fragmenty implementacji algorytmu
Grovera dla n=3 kubitowego rejestru. Z racji, ze wszystkie wektory i operatory sa
rzeczywiste, dla uproszczenia bedziemy operowaC wylaczenia na liczbach
rzeczywistych.

Pelny kod programu, umozliwiajacy zmiane parametréw wejSciowych, w tym
m.in. rozmiaru rejestru kwantowego, zostal zalaczony w Appendix.

Dla niniejszego przykladu mozemy za jego pomoca w systemie binarnym
zakodowac 8 réznych wartosci z przedziatu N=(0,2°-1)=(0,7) , przedstawionych

tabeli ponizej.

N Stan rejestru
0 1000
1 001
2 010
3 lo11)
4 1100/
5 |101)
6 1110,
7 1111
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Niech zbiér danych wejSciowych bedzie nieposortowana tabelg zawierajaca unikalne

numery telefonéw, dodatkowo posiadajaca pole z indeksem wiersza.

Indeks | Numer telefonu
0 70707070
1 20202020
2 40404040
3 10101010
4 30303030
5 80808080
6 60606060
7 50505050

Niech poszukiwanym elementem bedzie numer a=60606060 . Numery telefonow
zapisane sa w wektorze phoneBook, do elementéw ktérego mozna odwolac sie poprzez
podanie wartosci indeksu. Podobnie jak poprzednio na poczatku importujemy biblioteke

NumPy, a nastepnie definiujemy zbior danych oraz wartos¢ poszukiwanego elementu.

#Import bibliotek
import math

import numpy as np
#Zbior danych
phoneBook=np.asarray([70707070, 20202020, 40404040, 10101010, 30303030,

80808080, 60606060, 50505050])

#Wybor poszukiwanego elementu

a=60606060
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Zdefiniujmy rowniez funkcje obliczajaca optymalna liczbe iteracji oraz zestaw

zmiennych wejsciowych.

#Funkcja obliczajqca optymalnq liczbe iteracji na podstawie rozmiaru (size)

rejestru kwantowego
def iterations(size):

return math.floor(0.25*math.pi*math.sqrt(2**size))

#Rejestr kwantowy — parametry wejsciowe
n=3

N=2%*p

iMax=iterations(n)

print(" Optymalna liczba iteracji:", iMax)

Optymalna liczba iteracji: 2

#Macierz identycznosci
identityMatrix=np.eye(N)
print(identityMatrix)
[[1.0.0.0.0.0.0.0.]
[0.1.0.0.0.0.0.0.]
[0.0.1.0.0.0.0.0.]
[0.0.0.1.0.0.0.0.]
[0.0.0.0.1.0.0.0.]
[0.0.0.0.0.1.0.0.]
[0.0.0.0.0.0.1.0.]
[0.0.0.0.0.0.0.1.]]

Pierwszym krokiem algorytmu jest inicjalizacja rejestru — usrednienie wartosci amplitud

wszystkich  stanow  (jest ona rownowazna aplikacji bramki Hadamarda

H8=np.kron(H4,H2) z poprzedniego przyktadu na stan |000>=(1,0,0,0,0,0,0,0)):

#Stworzenie zainicjalizowanego rejestru

s=[]
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s.append((1.0/math.sqrt(N))*np.ones((N,1)))
print(s[0])

[[0.35355339]

[0.35355339]

[0.35355339]

[0.35355339]

[0.35355339]

[0.35355339]

[0.35355339]

[0.35355339]]

Nastepnie konstruujemy macierz odpowiedzialng za operacje sprawdzenia, bazujac na

stworzonej uprzednio macierzy jednostkowej identityMatrix:
U_omega=np.copy(identityMatrix)
foriin range (N):
if(phoneBook[i]==a):

U_omegali,i]=-1.0

print(U_omega)
[[1. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.]

[0. 1. 0. 0. 0. 0. 0. 0.]
[0. 0. 1. 0. 0. 0. 0. 0.]
[0.0 0. 1.0.0.0. 0]
[0. 0. 0.0.1.0.0. 0]
[0. 0.0 0.0 1. 0. 0.]
[0. 0. 0.0.0.0.-1. 0.]
[0. 0. 0.0.0.0.0. 1.]]
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W kolejnym kroku tworzymy macierz dyfuzji Grovera, odpowiedzialng za obrot
amplitud wokoét ich wartosci sredniej. Do obliczenia iloczynu zewnetrznego dwoch

wektoréw uzyjemy funkcji outer z biblioteki NumPy:

U_s=2*np.outer(s[0],s[0])-identityMatrix
print(U_s)

[[-0.75 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25]
[0.25-0.75 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25]
[0.25 0.25-0.75 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25]
[0.25 0.25 0.25-0.75 0.25 0.25 0.25 0.25]
[0.25 0.25 0.25 0.25-0.75 0.25 0.25 0.25]
[0.25 0.25 0.25 0.25 0.25-0.75 0.25 0.25]
[0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25-0.75 0.25]
[0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25-0.75]]

Nastepnie w petli wykonujemy odpowiedniq ilo$¢ operacji transformacji operatorami
U_omega oraz U_s korzystajac z funkcji dot z biblioteki NumPy, stuzacej do obliczania
iloczynu skalarnego. Dla 3 kubitowego rejestru optymalna liczba iteracji iMax

wynosi 2. Wynik kazdej iteracji dotagczamy do listy s.

#Petla glowna
for i in range(iMax):

s.append(U_s.dot(U_omega.dot(s[i])))
Przebieg inicjalizacji rejestru oraz pierwszej iteracji przedstawiony jest na wykresach

ponizej. Kod stuzacy do obliczenia warto$ci widocznych na wykresie oraz ich

wizualizacji zalaczony jest w Appendix.
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Transformacja Transformacja

Inicjalizacja rejestru operatorem U_w operatorem U_s
1.0 1.0 1.0
L]
0.8 0.8 0.8 |
0.6 0.6 0.6 |
0.4 0.4 0.4 -
e &6 & 0 ¢ o o o e O o o o o L]

- - e . liea e
0.2 - 0.2 + 02 1e ¢ 6 60 o .
0.0 0.0 0.0

—0.2 - -0.2 1 —0.2 -
L]
—0.4 - —0.4 4 —0.4 -
01234567 01234567 01234567

Dla niewielkiej liczby kubitéw (w tym przypadku réwnej 3) juz po wykonaniu jednej
iteracji z duzym prawdopodobienstwem sukcesu mozna wskaza¢ wynik. Dla danego
rozmiaru rejestru kwantowego optymalna liczba iteracji wynosi 2. Wynik dzialania

kolejnych iteracji widoczny jest na ponizszym wykresie.

Przebieg iteracji

1.0 <
X  Pierwsza iteracja
0.84 e Druga iteracja
0.6 -
0.4 4
S
029 % X x X X X X
0.0
[ ] [ [ ] [ ] [ ) [ ] [ ]
_02 =
—-0.4
0 1 2 3 4 5 6 7

Ostatnim krokiem algorytmu jest pomiar:

#Krok 3 - pomiar

res=s[iMax]*s[iMax]
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#Wybor maksymalnej wartosci z listy res
max=np.where(res==np.amax(res))[0]
print(res)

[[0.0078125]

[0.0078125]

[0.0078125]

[0.0078125]

[0.0078125]

[0.0078125]

[0.9453125]

[0.0078125]]

Wynik dziatania algorytmu przedstawiony zostal ponizej.

Amplituda Kwadrat amplitudy
prawdopodobienstwa prawdopodobienstwa
1.0 A . 1.0 - i
0.8 0.8
0.6 0.6
8 0.4 - S 0.4
0.2 A 0.2 -
0.0 00 te—e—s 2 2 o »
[ ] [ ] [ ] ° ° [ ] [ ]
—-0.2 | -0.2 |
0L 12313 4 5= 6 D=1 -8 3= 5 =6

Jak wida¢ na powyzszym wykresie, po wykonaniu dwdch iteracji udato sie znalez¢

poszukiwany element z prawdopodobienstwem wynoszacym okoto 0,95.
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Ponadto wykonanie wiekszej ilosci iteracji niz optymalna ich liczba powoduje
zmniejszenie amplitudy poszukiwanego stanu, a zatem wplywa negatywnie na

dok}adnosc¢ otrzymanego wyniku.

Optymalna liczba iteracji Ponadmiarowa iteracja
1.0 - 1.0 -
[ ]
0.8 - 0.8
0.6 - 0.6
0.4 - 0.4 4
St ] e
0.2 A 0.2 1
[ ] L] L] L] L] L] L]
0.0 Y rY rY ry ry ry ry 0-0
—0.2 A —0.2 A
—0.4 - —0.4 -
0=1-2=3-"4:5:6 7 Q] iep a3t ning ey

7.2. Obwod kwantowy IBM Q

Dostep do komputera kwantowego IBM Q, realizujacego obliczenia w oparciu o model
obwodowy, mozemy uzyskac za pomoca strony IBM Q Experience[42]. Umozliwia ona
tworzenie obwodow kwantowych na kilka réznych sposobdw.

Pierwszym sposobem tworzenia obwodéw kwantowych jest interfejs graficzny, za
pomoca ktoérego mozna tworzy¢ obwody korzystajac z dostepnych bramek kwantowych
oraz operacji. Sposob tworzenia algorytmow kwantowych w tym interfejsie przypomina
komponowanie muzyki uzywajac zapisu podobnego do znanego z muzyki zapisu
nutowego, tzw. ‘pieciolini’, dlatego tez ten interfejs nazywa sie Composer
(kompozytor).

Drugim sposobem jest otwarta platforma programistyczna (ang. framework) Qiskit
do obliczen kwantowych, umozliwiajagca komunikacje z IBM Q miedzy innymi
z poziomu jezyka Python.

Obwody stworzone za pomoca obu powyzszych metod mogq zosta¢ wyrazone za
pomoca kodu ‘kwantowego asemblera’ nazywanego OpenQASM, shluzacego do

reprezentacji obwodéw kwantowych IBM Q, ktéry jest zarazem trzecia mozliwg
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metoda implementacji obwodéw kwantowych. Jest to najbardziej niskopoziomowa
metoda.

W celu implementacji algorytmu Grovera na komputerze kwantowym konieczne
jest stworzenie obwodu kwantowego, ktory realizuje rutyne opisang w rozdziale 6.
W dalszej czeSci przedstawiony zostanie przyklad implementacji dla komputera

kwantowego IBM Q.

7.2.1. Opis interfejsu

Interfejs graficzny IBM Q Experience[42] umozliwia tworzenie obwodéw kwantowych
z elementow dostepnych w zdefiniowanym zbiorze — bramek kwantowych oraz
operacji. W publicznie dostepnej darmowej wersji mozna uzy¢ miedzy innymi piecio-
lub szesnasto-kubitowego procesora kwantowego. Dostep do komputera kwantowego

IBM jest mozliwy przez strone internetowa https://quantum-computing.ibm.com. Ekran

logowania przedstawiony jest ponizej; w celu autentykacji mozna uzy¢ dedykowanego

konta IBMid lub konta jednego z dostepnych portali.

IBM Q Experience

Sign in to IBM Q Experience

What is IBM Q Experience? Learn more
IBMid d§b Google G+ GitHub (w)

Twitter L 4 LinkedIn in Email =™

IBMQ Privacy Terms of Use IBM Q End User Agreement IBM Q Privacy Policy Preferencje zwigzane z plikami cookie v1.1.2

Rysunek 12: Strona logowania do portalu IBM Q Experience.

Po zalogowaniu nastepuje automatyczne przekierowanie do panelu gldéwnego IBM Q
(ang. Dashboard). Panel boczny (1) umozliwia nawigacje pomiedzy strong glowna,
wynikami obliczen (ang. Results), edytorem obwodow (ang. Circuit Composer),

notatnikami Qiskit (ang. Qiskit Notebooks), a takze strong z dokumentacja i wsparciem
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(ang. Documentation & Support). Za posrednictwem strony glownej mamy dostep do
ostatnio uzywanych obwodéw (2), listy komputeréw kwantowych oraz ich aktualnego

statusu (3), listy oczekujacych obliczen (4) oraz listy wykonanych obliczen (5).

= IBMQExperience

Welcome Rocnt s (12
Marcin Bochenski

8 i

0.

testing s ibma_5_tenerife - ibmaxd (s qubits)

Queue: 9 runs

maintenance

4 ibma_5_yorktown - ibmax2 (s aubits)

Queue: 30 runs

ibmq_ourense (5 qubits)

ibma_gasm_simulator (upto 32 qubits)

5068)36ca0864000185313a6 ibm-afopen/main COMPLETED 3daysago

5d66d6{9ce07010012cd6e59

COMPLETED 4 Queue: 0 runs

Rysunek 13: Strona gtéwna IBM Q.

W edytorze mozemy tworzy¢ obwodd réwnocze$nie na dwa sposoby: w trybie
graficznym poprzez przeciaggnie wybranych elementéw oraz poprzez edycje kodu
OpenQASM. Obie metody sq rownowazne i uzycie jednej z nich automatycznie
generuje tozsamy kod w jezyku drugie;j.

Do konstrukcji obwodu kwantowego, jako elementéw sktadowych, mozemy uzy¢

elementow widocznych ponize;j.

Circuit composer Gates overview

Gates Barrier
Do " HNNNEENEONEBEED
DDOCEEEO:

Operations Subroutines

o) + Add

Rysunek 14: Elementy dostepne w edytorze graficzny.

Poza bramkami kwantowymi mamy mozliwos¢: wstawienia bariery, przywrocenia

kubitu do stanu poczatkowego [0) , uzycia instrukcji warunkowe]j oraz wykonania
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pomiaru. Dostepna jest rowniez opcja stworzenia podprogramu, jednak na chwile
obecng funkcjonalnos¢ ta jest w fazie rozwoju i dostepna jest jedynie z poziomu edytora

kodu OpenQASM.

7.2.2. Wyslanie na komputer kwantowy

IBM Q umozliwia obliczenie wyniku dzialania stworzonego obwodu zaréwno
w oparciu o symulacje komputera kwantowego, jak rowniez o jego wykonanie na
procesorze kwantowym. W przypadku symulacji wynik zwracany jest natychmiastowo,
natomiast w przypadku wykonania na procesorze kwantowym czas otrzymania rezultatu
zalezy od iloSci obliczen innych uzytkownikéw, ktére oczekuja w kolejce na
wykonanie.

Dobra praktyka jest testowanie algorytmu na symulatorze, a w przypadku gdy
bedziemy pewni, Ze nasz algorytm dziata uzycie komputera kwantowego. Dzieki temu
wykorzystamy efektywnie zasoby.

W celu wysSwietlenia wyniku symulacji nalezy otworzy¢ zaktadke Visualizations po
lewej stronie interfejsu (zob, rysunek 15). Umozliwia ona wybor jednego z trzech
predefiniowanych typéw wykresow: Statevector, Density Matrix i Measurement

Probabilities. Poza wykresami podana jest réwniez numeryczna wartos¢ wektora stanu.
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) Visualizations X

] Statevector v

<>
J Statevector

0.8
0.6
0.4
0.2
0.0

00 01 10 1

The height of the bar is the
complex modulus.

The color of the bar is based
in the complex argument or
phase.

[ e+ej, e+03j, e+ej, -1+ej ]

Rysunek 15: Wizualizacja wyniku symulacji.

Aby uruchomi¢ stworzony obwdd na procesorze kwantowym nalezy uzy¢ opcji
Run your circuit. Umozliwia ona wybor procesora kwantowego sposréd dostepnych na

liscie oraz liczby prob sposrod wartosci: (1, 1024, 4096, 8192).

Run your circuit x
1. Select an available backend 2. Select number of shots
Backends availability and functionality can vary Increase the number of shots to improve
depending on the account. statistical accuracy.
ibmq_16_melbourne in ibm-g/open/main v 4096 v
Cancel Run
9

Po zatwierdzeniu zlecenie wykonania obliczen zostanie przestane do kolejki
oczekujacej do wybranego procesora. Wynik, gdy bedzie juz dostepny, zostanie dodany

do zakladki Results — Completed. Wpis wynikowy zawiera schemat przestanego do
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obliczen obwodu oraz histogram przedstawiajacy prawdopodobienstwo odczytu danego

stanu.

= IBM Q Experience = Result 5d68b... x

oy < Backto Results
Result 5d68b36ca0864000185313a6
= Type Account No. Circuits Credits Created
Composer 3 Aug 30th 2019 07:26:03
=
Run details
Backend Shots Status Time taken Last Update
ibmqg_16_melbourne COMPLETED - Aug 30th 2019 10:46:19

Circuit diagram

=T <>

Original circuit diagram

[}

cl

Result

Histogram =

100%

60% 51.855%

48.145%

Probabilties

0000000000000 0000000000001
State

Rysunek 16: Karta z wynikiem obliczen.

Jako bardzo prosty przyktad algorytmu kwantowego i wstep do uzycia interfejsu
IBM Q, wykonamy operacje bramki Hadamarda na stanie kwantowym |0) ,

a nastepnie wykonamy pomiar.

q[0] |0}

cl Y

63



Dla danego stanu bramka Hadamarda transformuje uktadu do stanu:

=

Hlo)=—=(l0)+[1]] ,

I

N

w ktérym stany |0) i |1) moga by¢ zaobserwowane w kilkunastu probach (1024) z

réwnym prawdopodobienstwem.

Histogram

100%
90%
80%
70%

8% 51.855%

48 145%

Probabilities

0%
30%
20%
10%

0%

00000000000000 00000000000001
State

Rysunek 17: Wynik dziatania algorytmu na 16 kubitowym procesorze dla 1024 prob.

Zatem stan koncowy bedzie mial réwne prawdopodobienstwo (wynoszace 0,5)

znalezienia sie w stanie |0} oraz |[1) , co pokazuje wykres.
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7.2.3. Opis implementacji

Ponizej przedstawiona jest implementacja algorytmu Grovera dla dwéch kubitéw, gdzie

poszukiwanym elementem jest a=[11] . Obwo6d zostal stworzony za pomoca
nastepujacych bramek:
Bramka Funkcja OpenQASM Symbol graficzny

Hadamarda h
Pauliego X X

kontrolowanej negacji (@'¢

ident ;. id
1dentycznoscl 1 ID

Szczegdlowy opis bramek uzytych do implementacji algorytmu znajduje sie
w rozdziale 4.4. Bramka Pauliego X realizuje bramke negacji opisang wczesSniej.
Bramka identycznosci (ID) zostala uzyta wylacznie na potrzeby zoptymalizowania
sfery wizualnej omawianego obwodu, w celu latwiejszego odseparowania od siebie
poszczegdlnych krokéw algorytmu. Zwigzane jest to z tym, ze interfejs Composera

automatycznie wyrownuje elementy do lewej strony.

o] [0} IDE
qmm)Eéé

@ i i
Krok1 i Krok2a i Krok 2b t Krok 3

Rysunek 18: Obwod kwantowy z wyszczegolnionymi krokami algorytmu Grovera.
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Wygenerowany kod OpenQASM (dostepny w zakladce Circuit editor oznaczonej
symbolem </>) powyzszego obwodu realizujacego algorytm Grovera, a takze

komentarze i wyniki symulacji poszczegolnych etapoéw, zamieszczone zostaty ponizej.

Stworzenie dwukubitowego rejestu
OPENQASM 2.0;

include "qelibl.inc";

qreg q[2];
creg c[2];

Krok 1 —inicjalizacja rejestru:
h q[0];
h q[1];

Krok 2 - jedna iteracja
a) aplikacja wyroczni - zmiana znaku amplitudy poszukiwanego elementu a :
h q[1];
cx q[0],q[1];
id q[0];
h ql1];

Statevector

00 01 10 11
[0.5+0j, 0.5+0j, 0.5+0j, -0.5+0j]
b) transformacja operatorem dyfuzji Grovera:
h q[0];

x q[0];
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h q[1];
x q[1];
h q[1];
cx q[0],q[1];
x q[0];
h q[1];
h q[0];
x q[1];
h q[1];

Krok 3 — pomiar:
measure q[0] -> c[0];

measure q[1] -> c[1];

Statevector

1.0
08
06
04
02
0.0

00 01 10 1

[0+0j, 0+0j, 0+0j, -1+0j]

Jak wida¢ za pomocq przedstawionej implementacji udato sie znalez¢ poszukiwany

element.

Result

it

Histogram

00011
State

Ilustracja 1: Wynik wykonanych obliczen kwantowych.
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Dla rozpatrywanego przypadku wynik wykonanych obliczen jest zgodny z wynikiem
symulacji.

Ponizej przedstawione sg rowniez implementacje algorytmu dla poszukiwanego
elementu a réwnego: |00),]01),/10) wraz z wynikami symulacji. R6znig sie one
miedzy soba implementacja wyroczni (krok 2a). Implementacja pozostaltych krokow
algorytmu jest uniwersalna dla wszystkich przedstawionych warto$ci a . Podobnie jak
bramka identycznosci, dwie nastepujace bezposrednio po sobie bramki H dla nie
zmieniajg dzialania obwodu (wzajemnie sie znoszg); zostaly dodane dla wyraznego

wydzielenia kolejnych krokow algorytmu.

a=|00|

af0] [0) D
q[HIO)&é '

c2 0 1

Statevector

1.000
0.800
0.600
0.400
0.200
0.000
0o 01 10 "

[-1+0j, 0+0j, 0+0j, 0+0j]
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a=|01)

- 00 QNDE
q1] [o} é

c2

=1
-

Statevector
1.000
0.800
0.600
0.400
0.200
0.000
00 01 10 1

[0+0j, -1+0j, 0+0j, 0+0j]

a=|10

w0 BEEB BE K
q[l]IO)é é '

c2

O
(=

Statevector

1.000
0.800
0.600
0.400
0.200
0.000
00 01 10 1"

[0+0j, 0+0j, -1+0j, 0+0j]

Znane sa réwniez inne implementacje algorytmu Grovera dla komputera kwantowego

IBM Q, w tym takze dla wiekszej liczby kubitow[48][49].
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7.3. Whnioski

Implementacja prostego dwukubitowego algorytmu Grovera na rzeczywistym
komputerze kwantowym IBM Q nie przedstawiata zadnych trudno$ci. Graficzny
interfejs sprawia, Ze wizualne programowanie jest proste i intuicyjne. Wyniki sa
rowniez prezentowane w zrozumialy sposob.

Waznym spostrzezeniem jest to, ze algorytm kwantowy daje wynik z pewnym
prawdopodobienistwem, co jest zupelie innym podejSciem jak dla klasycznych
komputeréw.

Wszystkie algorytmy kwantowe dzialaja szybko ze wzgledu na niska liczbe kubitow
uzywang przez nie. Dlatego raczej nie sg one uzyteczne w zastosowaniach. Nalezy wiec
je uwazac jedynie jako proste przyklady ilustrujgce idee.

Bardziej skomplikowane implementacje algorytmu Grovera o wiekszej liczbie

kubitoéw sa opisane na przyktad w pracach[48][49].
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8. Podsumowanie

W niniejszej pracy opisano teoretyczne aspekty podstaw informatyki klasycznej oraz
kwantowej, a takze nakreslono podstawowe réznice miedzy nimi. Przedstawione
zostaly kryteria dotyczace konstrukcji komputeréw kwantowych oraz obecnie znane
podejscia (modele obliczen kwantowych) do ich realizacji. Wyjasniona zostala istota
oraz zasada dzialania algorytmu kwantowego Grovera. Opisane zostaly réwniez
wybrane zagadnienia zwigzane z wspotczesnymi systemami bazodanowymi.

W czeSci praktycznej przedstawiono implementacje algorytmu kwantowego
Grovera w jezyku Python na komputerze klasycznym, w oparciu o symulacje
numeryczng bramek kwantowych. Umozliwila ona skuteczne i efektywne przeszukanie
niewielkiego zbioru danych. Przedstawiona zostala réwniez przykladowa
implementacja algorytmu Grovera dla komputera kwantowego IBM Q.

Mozliwymi rozwinieciami niniejszej pracy moga by¢: implementacja obwodu
kwantowego dla wiekszej ilosci kubitow oraz komunikacja z baza danych, w celu
wierniejszego odwzorowania dzialania algorytmu. Ponadto istnieje mozliwos¢
rozszerzenia zakresu dzialania algorytmu Grovera do poszukiwania kilku elementow

rownoczesnie[50].
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Appendix

W zalaczniku zostal zamieszczony kod w jezyku Python, wraz z komentarzami,

symulujacy dziatanie algorytmu Grovera oraz umozliwiajacy wizualizacje otrzymanych

wynikow.

#Import bibliotek
import math

import random
import numpy as np

np.set_printoptions(threshold=np.inf)

#Funkcja obliczajqca optymalnq liczbe iteracji na podstawie rozmiaru (size) zestawu danych
def iterations(size):

return math.floor(0.25*math.pi*math.sqrt(2**size))

#Rejestr kwantowy — parametry wejsciowe
n=3
N=2%*p

iMax=iterations(n)

#Macierz identycznosci

identityMatrix=np.eye(N)

#Zbior danych

#Generacja ksiqzki telefonicznej
#phoneBook=(1+np.arange(IN))*np.full(N,10101010)
#np.random.shuffle(phoneBook)

#Zapisanie jednej z wygenerowanych kombinacji

phoneBook=np.asarray([70707070, 20202020, 40404040, 10101010, 30303030, 80808080, 60606060,

50505050])

#Wybor poszukiwanego elementu

a=60606060
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#Wyswietlenie zmiennych

print("[INFO]","qRegister dim:", n, ", qRegister size:", N, ", iMax:", iMax, ",

distinguishedElement:", a)

#Krok 1 — inicjalizacja rejestru
s=[1
s.append((1.0/math.sqrt(N))*np.ones((N,1)))

#Krok 2
#Konstrukcja wyroczni

U_omega=np.copy(identityMatrix)

for iin range (N):
if(phoneBook[il==a):
U_omegali,i]=-1.0

U_s=2*np.outer(s[0],s[0])-identityMatrix

#Petla gtowna
for i in range(iMax):

s.append(U_s.dot(U_omega.dot(s[i])))

#Krok 3 - pomiar

res=s[iMax]*s[iMax]

#Wybor maksymalnej wartosci z listy res

max=np.where(res==np.amax(res))[0]

print("[INFO]","Result id:", max, "res:", res[max][0])

#Sprawdzenie otrzymanego rozwiqzania
#Sprawdzenie zgodnosci wyniku

if(phoneBook[max]!=a):

print("[ERROR] - SEARCH FAILED")

#Sprawdzenie warunku normalizacji

if(abs(1-res.sum())>0.00000001):

print("[ERROR] - NORMALIZATION FAULT")
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#Tworzenie wykresow
#Pierwsza iteracja
import matplotlib.pyplot as plt

%matplotlib inline

ylim=(-0.5,1.0)

plt.figure(figsize=(7,4))

plt.subplot(131)

plt.title(" Inicjalizacja rejestru")

plt.ylim(ylim)

plt.ylabel(r'$ \alpha$')

plt.plot(s[0], marker=".", linestyle="none’, color="black")
plt.axhline(y=0, color="black’, linestyle='-")
plt.xticks(range(N))

plt.subplot(132)

plt.title(" Transformacja\noperatorem U_w")

plt.ylim(ylim)

plt.ylabel(r'$ \alpha$')

plt.plot(U_omega.dot(s[0]), marker=".", linestyle="none’, color="black')
plt.axhline(y=0, color="black’, linestyle='-')
plt.axhline(y=np.mean(U_omega.dot(s[0])), marker="", linestyle=":", color="black")

plt.xticks(range(N))

plt.subplot(133)

plt.title(" Transformacja\noperatorem U_s")

plt.ylim(ylim)

plt.ylabel(r'$ \alpha$")

plt.plot(U_s.dot(U_omega.dot(s[0])), marker=".", linestyle="none', color="black")
plt.axhline(y=0, color="black’, linestyle='-")
plt.axhline(y=np.mean(U_omega.dot(s[0])), marker="", linestyle=":", color="black")
plt.xticks(range(N))

plt.subplots_adjust(wspace=0.6)

plt.rcParams[ 'figure.dpi']=100
plt.savefig('charts/first_iteration.png', dpi = 300)
plt.show()
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#Przebieg iteracji

plt.title(" Przebieg iteracji")

plt.ylim(ylim)

plt.ylabel(r'$ \alpha$")

plt.plot(s[1], marker="x', linestyle="none', color="black’)
plt.plot(s[2], marker=".", linestyle="none', color="black")
plt.axhline(y=0, color="'black’, linestyle='-")
plt.xticks(range(N))

plt.gca().legend(('Pierwsza iteracja','Druga iteracja'))

plt.rcParams[ 'figure.dpi']=100
plt.savefig('charts/second_iteration.png', dpi = 300)
plt.show()

#Optymalna liczba iteracji

plt.title(" Optymalna liczba iteracji")
plt.xlabel("Liczba kubitéw")

plt.ylabel("Liczba iteracji")
plt.plot(np.transpose(np.array([list(map(iterations,range(0,20)))])), marker=".", linestyle="none’,
color="black’)

plt.xlim(-1,22)

plt.ylim(-50,600)

plt.rcParams[ 'figure.dpi']=80
plt.savefig('charts/total_iterations.png', dpi = 300)
plt.show()
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